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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

C�ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

N�ìíîæèíà öiëèõ äîäàòíèõ ÷èñåë

Z�ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë

R�ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë

{y ∈ Y : P (y)} � ïiäìíîæèíà åëåìåíòiâ iç ìíîæèíè Y iç âëàñòèâiñòþ P (y)

x = (x1, . . . , xp)�äîâiëüíà òî÷êà iç ïðîñòîðó Rp

(t, x) = (t, x1, . . . , xp), äå t ∈ R, x ∈ Rp

dx = dx1 · · · dxp
∂/∂x = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xp)

s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp
+

|s| = |s1|+ · · ·+ |sp|

ŝ = (s0, s1, . . . , sp) ∈ Zp+1
+

|ŝ| = |s0|+ |s1|+ · · ·+ |sp|

k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp

|k| = |k1|+ · · ·+ |kp|

(k, x) = k1x1 + · · ·+ kpxp

∥k∥ =
√
k21 + · · ·+ k2p

k̃ =
√

1 + k21 + · · ·+ k2p

ω = (ω1, . . . , ωp) ∈ Rp
+\{(0)}

Ωp
ω � p-âèìiðíèé òîð, óòâîðåíèé øëÿõîì îòîòîæíåííÿ ïðîòèëåæíèõ ãðàíåé

ïàðàëåëåïiïåäà {x ∈ Zp : 0 ≤ xr ≤ ω, r = 1, . . . , p}

Ωp
2π � òîð Ωp

ω ïðè ωr = 2π, r = 1, . . . , p

Dp
τ = [0, τ ]× Ωp

2π, äå τ > 0 � äåÿêå ÷èñëî

Dp = Dp
T , äå T > 0 � äåÿêå ÷èñëî

measM , |M | � ìiðà ìíîæèíè M

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
l� çâåäåíèé ïîðÿäîê ðiâíÿííÿ àáî ñèñòåìè
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè ìàþòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi

ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöåñiâ ó ïðèðîäi. Êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà

ïàðàìåòðiâ êðàéîâèõ óìîâ ïîâ'ÿçàíi ç ïåâíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîöåñó, âiä

ÿêèõ çàëåæèòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, çîêðåìà éîãî äèôåðåíöiàëüíi âëàñòèâîñòi.

Äîñëiäæåííÿ âïëèâó êîåôiöi¹íòiâ òà ïàðàìåòðiâ çàäà÷i íà ¨¨ ðîçâ'ÿçíiñòü,

äèíàìiêó ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õ ãëàäêiñòü ¹ àêòóàëüíèìè, àëå ìàëîäîñëiäæåíèìè

ïèòàííÿìè, îñîáëèâî ó çàäà÷àõ äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Âîíè

òiñíî ïåðåïëåòåíi ç ìåòîäîì âèêëþ÷åííÿ òà çàäà÷àìè êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè

i ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü.

Ó ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ òðè òèïè çàäà÷: ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (çàäà÷à

Êîøi), ç íåëîêàëüíèìè (áàãàòîòî÷êîâèìè òà iíòåãðàëüíèìè) óìîâàìè.

Ðîçâ'ÿçíiñòü âêàçàíèõ çàäà÷ âèâ÷àëàñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè àáî ïðè ïåâíié

ñïåöiàëiçàöi¨ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i, àáî äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, ùî ïðèâî-

äèòü äî ñèëüíiøèõ óìîâ ðîçâ'ÿçíîñòi äëÿ ìàéæå óñiõ çíà÷åíü öèõ ïàðàìåòðiâ.

Âàãîìèé âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü òà ñèñ-

òåì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çðîáèëè: I. Ã.Ïåòðîâñüêèé, À.Ôðiä-

ìàí, Ã.�.Øèëîâ, I.Ì. Ãåëüôàíä, Ñ.Ä.Åéäåëüìàí, Ë.Í.Ñëîáîäåöüêèé,

Ñ.Òåêëiíä, Ì.Ë. Ãîðáà÷óê, Ñ.Ä. Iâàñèøåí, Â.Î.Ñîëîííèêîâ, Ì. I.Ìàòié÷óê,

Â.Â. Ãîðîäåöüêèé, Â.À.Ëiòîâ÷åíêî òà ií. Íèìè îäåðæàíî ðÿä âàæëèâèõ ðå-

çóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç êîðåêòíîþ ðîçâ'ÿçíiñòþ çàäà÷i Êîøi ó ðiçíèõ ôóí-

êöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, iíòåãðàëüíèìè çîáðàæåííÿìè ðîçâ'ÿçêiâ, ìåòîäàìè

äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ. Çíàéäåíî êëàñè ¹äèíîñòi

òà êîðåêòíîñòi ðîçâ'ÿçêó äëÿ ñèñòåì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, âñòàíîâëåíî

òåîðåìè ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ó êëàñàõ îáìåæåíèõ ôóíêöié

ó âèïàäêó êîåôiöi¹íòiâ, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ. Äîñëi-

äæåíî âëàñòèâîñòi ëîêàëiçàöi¨ òà ñòàáiëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ, çàäà÷i ç óçàãàëüíå-
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íèìè ïî÷àòêîâèìè äàíèìè òèïó óëüòðàðîçïîäiëiâ Æåâðå òîùî.

Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè âñòàíîâëåíî äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

òà ñèñòåì, à òàêîæ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü i ðiâíÿíü ç ÷àñòèííè-

ìè ïîõiäíèìè ó êîìïëåêñíié îáëàñòi (Ì.Ñ.Àãðàíîâè÷, Ì.É.Âèøèê, Ã. I. Åñ-

êií, Þ.À.Äóáiíñüêèé, ß.Â. Ðàäèíî, Ñ. Ð.Óìàðîâ, Á.Ë. Ãóðåâè÷).

Îñîáëèâîþ óâàãîþ â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ êîðèñòóþòüñÿ çàäà÷i ç íåëîêàëü-

íèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ó òàêèõ çàäà÷àõ óìîâè

çàäàþòü ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ çíà÷åíü íåâiäîìèõ ôóíêöié òà ïîõiäíèõ âiä íèõ

íà äâîõ àáî áiëüøå ãiïåðïîâåðõíÿõ. Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ íåëîêàëüíèõ óìîâ

òà îïèñ áàãàòüîõ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ (çàäà÷ çi çìiùåííÿìè) ïîäàíî À.Ì.Íà-

õóøåâèì. Ó ðiçíèõ àñïåêòàõ òàêi çàäà÷i âèâ÷àëèñÿ ó ïðàöÿõ Î.Î.Äåçiíà,

Â.Ì.Áîðîê, Ì.É.Þð÷óêà, Ð.Ê.Ðîìàíêà, À.Â.Áiöàäçå, Î.À.Ñàìàðñüêîãî,

Î.À.Ñêóáà÷åâñüêîãî, Ì. I.Ìàòié÷óêà.

Âñòàíîâëåíî, ùî íåëîêàëüíi óìîâè íåîáõiäíi äëÿ îïèñàííÿ ðîçâ'ÿçíèõ

ðîçøèðåíü äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çíàéäåíî

óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü êëàñè÷-

íèõ òèïiâ, óçàãàëüíåíü öèõ ðiâíÿíü, ùî çáåðiãàþòü ãîëîâíi âëàñòèâîñòi òèïó

òà äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü. Âèâ÷åíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñ-

òi, çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíèõ òà íåîäíîðiäíèõ çàäà÷ (Ï. I.Êàëåíþê,

Ç.Ì.Íèòðåáè÷, ß.Î.Áàðàíåöüêèé).

Iíòåãðàëüíi óìîâè çà âèäiëåíîþ (÷àñîâîþ) çìiííîþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

óçàãàëüíåííÿ áàãàòîòî÷êîâèõ íåëîêàëüíèõ óìîâ, êîëè êiëüêiñòü òî÷îê çàäà-

ííÿ ðîçâ'ÿçêó ¹ êîíòèíóóìîì.

Çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ ïiä ÷àñ îïèñàííÿ

áàãàòüîõ ïðîöåñiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ ñó÷àñíèõ ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ó ôiçèöi,

áiîëîãi¨, äåìîãðàôi¨, ïðîãíîçóâàííÿ ïîãîäè òîùî. Ïðè öüîìó ðîçãëÿäàþòüñÿ

ãiïåðáîëi÷íi ÷è ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ, äëÿ ÿêèõ ñòàâëÿòüñÿ ÿê ïðÿìi, òàê i

îáåðíåíi çàäà÷i.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ðiçíèõ çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè ðîçðîáëå-
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íi ó ðîáîòàõ: À.Ì.Íàõóøåâà, Â.Ì.Áîðîê, Ë.Â.Ôàðäiãîëè, Ç.Î.Ìåëüíèêà,

Â.Ì.Êèðèëè÷à, Ì. I. Iâàí÷îâà, I. ß.Êìiòü, ó ÿêèõ âñòàíîâëåíî óìîâè ðîçâ'ÿ-

çíîñòi çàäà÷, íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, à

òàêîæ âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Çàäà÷i ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,

âçàãàëi, ¹ íåêîðåêòíèìè â ñåíñi Àäàìàðà, ¨õ ðîçâ'ÿçíiñòü çàëåæèòü âiä ìà-

ëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷. Âèâ÷åí-

íÿ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó äî ïðîáëåìè ìàëèõ

çíàìåííèêiâ òà âñòàíîâëåííÿ îöiíîê çíèçó öèõ çíàìåííèêiâ çàïî÷àòêîâàíî

ó íàóêîâié øêîëi ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Á.É.Ïòàøíèêà. Äëÿ áàãàòüîõ ÷à-

ñòèííèõ âèïàäêiâ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

îòðèìàíî ðîçâ'ÿçíiñòü ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà, à äëÿ ðÿäó çàãàëüíiøèõ íåëî-

êàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié

iç åêñïîíåíöiéíèì ñïàäàííÿì êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹. Ïðîòå íå äîñëiäæóâàëàñÿ

ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíèõ çàäà÷ iç çàãàëüíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè òà iíòåãðàëü-

íèìè óìîâàìè ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà íå âèâ÷àëèñÿ óìîâè ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿç-

êiâ çàäà÷i Êîøi, ÿêèì ïðèñâÿ÷åíî äèñåðòàöiéíó ðîáîòó.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Òå-

ìàòèêà äèñåðòàöi¨ ïîâ'ÿçàíà iç íàóêîâèìè äîñëiäæåííÿìè êàôåäðè îá÷èñëþ-

âàëüíî¨ ìàòåìàòèêè òà ïðîãðàìóâàííÿ Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
”
Ëüâiâ-

ñüêà ïîëiòåõíiêà“. �¨ ðåçóëüòàòè âêëþ÷åíi ó íàóêîâi çâiòè ïðî âèêîíàííÿ äåð-

æàâíèõ òåì
”
Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ç íåêëàñè÷íèìè óìîâàìè

äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè“ (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0194U029571)

òà
”
Ìiøàíi çàäà÷i òà çàäà÷i çà âèäiëåíîþ çìiííîþ äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè“ (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0109U001157).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Äîñëiäèòè ðîçâ'ÿçíiñòü, ïîáóäóâàòè ðîç-

â'ÿçêè äëÿ çàäà÷ iç ëîêàëüíèìè òà íåëîêàëüíèìè óìîâàìè äëÿ áåçòèïíèõ

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äîâiëüíîãî ïîðÿä-
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êó â îáëàñòi, ùî ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì âiäðiçêà òà áàãàòîâèìiðíîãî òîðà,

ðîçâ'ÿçíiñòü ÿêèõ ¹ íåñòiéêîþ i ïîâ'ÿçàíà ç ïðîáëåìàìè ìàëèõ çíàìåííèêiâ,

òà âñòàíîâèòè ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷. Ðîçðîáèòè ìåòîäèêó âñòàíîâëåííÿ

êîðåêòíîñòi òàêèõ çàäà÷. Äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè ïîëÿãà¹ ó:

• âèâ÷åííi âïëèâó ìàëèõ çíàìåííèêiâ òà âñòàíîâëåííi óìîâ ðîçâ'ÿçíîñòi:

� çàäà÷i Êîøi äëÿ áåçòèïíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè;

� çàäà÷ ç áàãàòîòî÷êîâèìè íåëîêàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè;

� çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó;

• âèáîði ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ äëÿ êîæíî¨ iç ïîñòàâëåíèõ çàäà÷;

• äîâåäåííi òåîðåì ìåòðè÷íîãî õàðàêòåðó ïðî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåí-

íèêiâ, ÿêi âèíèêàþòü ïiä ÷àñ ïîáóäîâè ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷, i,

íà ïiäñòàâi öèõ îöiíîê, âñòàíîâëåííi óìîâ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õ

ãëàäêîñòi.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: çàäà÷à Êîøi i íåëîêàëüíi çàäà÷i ç áàãàòîòî÷êîâèìè

òà iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííè-

ìè ïîõiäíèìè.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: óìîâè êîðåêòíîñòi çàäà÷, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, ãëàä-

êiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà àíàëiç ìåòðè÷íèõ îöiíîê çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi

çóñòði÷àþòüñÿ ó çàäà÷àõ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: ó äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòàíî ðåçóëüòàòè òà ìåòîäè òåî-

ði¨ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,

ëiíiéíî¨ àëãåáðè, ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë. Ïðè

ïîáóäîâi ÿâíèõ ôîðìóë äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Çà äîïîìîãîþ ñó÷àñíèõ ìåòîäiâ ìåòðè÷íî¨ òå-

îði¨ äiîôàíòîâèõ íàáëèæåíü îòðèìàíî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ùî

âèíèêëè ó çàäà÷àõ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â ðîáîòi.
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Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íàóêîâà íîâèçíà ðîáîòè

âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì:

• âïåðøå âèêîðèñòàíî ìåòðè÷íèé ïiäõiä ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ ãëàäêîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi;

• âñòàíîâëåíî ðîçâ'ÿçíiñòü ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ

ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè;

• âïåðøå çàñòîñîâó¹òüñÿ ðîçáèòòÿ ó ïðÿìó ñóìó ïðîñòîðiâ êîåôiöi¹íòiâ

iíòåãðàëüíèõ óìîâ, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âñòàíîâëåíî óìîâè êîðåêòíîñòi

çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè;

• âñòàíîâëåíî íîâi ìåòðè÷íi òåîðåìè ïðî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííè-

êiâ, ùî âèíèêàþòü ó çàäà÷àõ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó äèñåðòàöi¨; îòðèìàíî

òî÷íó îöiíêó ìiðè îáëàñòi, îáìåæåíî¨ ëiíi¹þ ðiâíÿ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ çi

çíàêîñòàëîþ ïîõiäíîþ âèñîêîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ïîáóäîâàíî ÿâíi ôîðìóëè ó âèãëÿäi ðÿäiâ Ôóð'¹ ÷è

äi¨ äåÿêèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà ïðàâi ÷àñòèíè çàäà÷, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �õ ìîæíà âèêîðèñòàòè ó ïîäàëüøèõ òåîðåòè-

÷íèõ äîñëiäæåííÿõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,

à òàêîæ ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ òàêèìè

çàäà÷àìè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Äîñëiäæåííÿ, ïðåäñòàâëåíi â äèñåðòà-

öi¨, ¹ ðåçóëüòàòîì ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè àâòîðà. Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ íàóêîâîìó

êåðiâíèêó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷ i àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äî-

ïîâiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñü íà: Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨

iì. Â.ß.Ñêîðîáîãàòüêà (Äðîãîáè÷, 2007), Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ äî

100-ði÷÷ÿ Ñ.Ë.Ñîáîë¹âà (Íîâîñèáiðñüê, 2008), IV âñåóêðà¨íñüêié íàóêî-

âié êîíôåðåíöi¨¨
”
Íåëiíiéíi ïðîáëåìè àíàëiçó“ (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2008),

Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ äî 70-ði÷÷ÿ Â.À.Ñàäîâíè÷îãî (Ìîñêâà, 2009),
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Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨
”
Problems of decision making under uncertainti-

es (PDMU�2009)“(Ñõiäíèöÿ, 2009), Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ äî 100-ði÷÷ÿ

Ì.Ì.Áîãîëþáîâà òà 70-ði÷÷ÿ Ì. I.Íàãíèáiäè (×åðíiâöi, 2009), Ìiæíàðîäíié

êîíôåðåíöi¨
”
Functional methods in approximation theory and operator theory

III“ äî 70-ði÷÷ÿ Â.Ê.Äçÿäèêà (Ñâiòÿçü, 2009), Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íî-

ìó êîíãðåñi (Êè¨â, 2009), Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iì. àêàä. Ì.Ï.Êðàâ÷óêà

(Êè¨â, 2010), Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨
”
Approx. theory and appl.“ äî 90-

ði÷÷ÿ Ì.Ï.Êîðíåé÷óêà (Äíiïðîïåòðîâñüê, 2010) òà íàóêîâèõ êîíôåðåíöi-

ÿõ ïðîôåñîðñüêî-âèêëàäàöüêîãî ñêëàäó IÏÌÔÍ Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòå-

òó
”
Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà“ (Ëüâiâ, 2007�2009), íà Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñå-

ìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (êåðiâíèêè Á.É.Ïòàøíèê, Ï. I.Êàëåíþê,

Ì. I. Iâàí÷îâ, Ëüâiâ, 2010), çàñiäàííi ñåìiíàðó iì.Â.ß.Ñêîðîáîãàòüêà Iíñòèòó-

òó ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì iì.ß.Ñ.Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèêè ÷ëåí-

êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä. ô.-ì. í., ïðîô. ÏòàøíèêÁ.É. ä. ô.-ì. í., ïð. í. ñ. Ïå-

ëèõÂ.Î., Ëüâiâ, 2010), íà íàóêîâîìó ñåìiíàði ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìà-

òèêè ×åðíiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à (êå-

ðiâíèê I.Ì.×åðåâêî, ×åðíiâöi, 2010), íà ñåìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
”
Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà“ (êåðiâíèê Ï. I.Êàëåíþê,

Ëüâiâ, 2010), çàñiäàííÿõ êàôåäðè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè òà ïðîãðàìó-

âàííÿ Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
”
Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà“ òà êàôåäðàëüíî-

ìó ñåìiíàði (êåðiâíèêè Â.Ñ. Iëüêiâ, À.Ô.Îáøòà, ß.Ì.×àáàíþê, Ëüâiâ, 2009�

2010).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 8 ñòàòòÿõ ó

ôàõîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ, ÿêi âõîäÿòü äî ïåðåëiêó ÂÀÊ Óêðà¨íè, à òà-

êîæ äîäàòêîâî âèñâiòëåíî ó 14 òåçàõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà i îá'¹ì ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåëiêó óìîâíèõ

ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë

i ìà¹ îáñÿã 148 ñòîðiíîê, à òàêîæ ìiñòèòü äîäàòîê íà 8 ñòîðiíêàõ. Ñïèñîê

âèêîðèñòàíèõ äæåðåë íàëi÷ó¹ 165 íàéìåíóâàíü.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Âïåðøå çàäà÷ó ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (çàäà÷ó Êîøi) äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè ïîñòàâèâ i ðîçâ'ÿçàâ Î. Êîøi ó 1842 ð., çíàéøîâøè äîñòàòíi

óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi â êëàñi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Íåçàëåæíî òàêi æ óìîâè

ðîçâ'ÿçíîñòi ïiçíiøå âñòàíîâèëà Ñ. Êîâàëåâñüêà. Ó ðîáîòi [98] äîâåäåíî, ùî

óìîâè Êîøi�Êîâàëåâñüêî¨ ¹ òàêîæ íåîáõiäíèìè ó âèïàäêó îäíîãî ðiâíÿííÿ.

Çàãàëüíiøi äîñòàòíi óìîâè Ëåðå�Âîëåâè÷à âñòàíîâëåíî äëÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿ-

çíîñòi ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [90]. Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ó ïðî-

ñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ äîñëiäæåíî ó ðîáîòàõ [104].

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êîìïëåêñíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü ç ÷àñ-

òèííèìè ïîõiäíèìè îïèñ ñèñòåì, äëÿ ÿêèõ ãàðàíòîâàíà çàãàëüíà ðîçâ'ÿçíiñòü

çàäà÷i Êîøi, âñòàíîâëåíà Þ.À. Äóáiíñüêèì [43].

Ó êëàñàõ öiëèõ ôóíêöié ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ òåï-

ëîïðîâiäíîñòi äîñëiäèâ Å. Õîëüìãðåí [161] çà äîïîìîãîþ iäå¨ âèêîðèñòàííÿ

äâî¨ñòî¨ çàäà÷i, à À.Ì. Òèõîíîâ [130] âñòàíîâèâ, ùî äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ êëàñîì

¹äèíîñòi ¹ ãàóñîâà øêàëà ðîñòó.

Âàæëèâi ðåçóëüòàòè äëÿ ðiâíÿíü òà ñèñòåì åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ó êëàñàõ

öiëèõ ôóíêöié ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çäîáóòi â ðîáîòàõ I.Ã. Ïåòðîâñüêîãî [106],

I.Ì. Ãåëüôàíäà, Ã.�. Øèëîâà [24].

Ôóíäàìåíòàëüíèé âêëàä ó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi âíåñëè Æ. Àäà-

ìàð [159], I.Ã. Ïåòðîâñüêèé [105], Ñ.Ë. Ñîáîë¹â [129]. Ìåòîä iíòåãðàëiâ åíåðãi¨

ðîçðîáëåíî ó ïðàöÿõ [35, 129] äëÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, à äëÿ øèð-

øîãî êëàñó ðiâíÿíü � ó ðîáîòi [18].

Ëiíiéíi ãiïåðáîëi÷íi ðiâíÿííÿ òà îñîáëèâîñòi ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿíóòî ó

ïðàöi [90]. Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ó êëàñàõ ãiïåðôóíêöié äëÿ íåñòðîãî ãi-

ïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèâ÷àëàñÿ ó ðîáîòi [150], à ó êëàñàõ óëüòàðîçïîäiëiâ íå-

ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ó [144].
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Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi çà äîïîìîãîþ ïiâãðóï ¹ îäíèì ç óíiâåðñàëüíèõ

ïiäõîäiâ äî öüîãî â çàäà÷i òà ñóòò¹âîþ ÷àñòèíîþ äîñëiäæåíü ó äàíié òåìàòèöi

(äèâ. êíèãè [86,134] òà áiáëiîãðàôiþ â íèõ).

Çàäà÷à Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó

âèâ÷àëàñÿ ó ïðàöÿõ [41,160].

Îáøèðíi äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi ïðîâåäåíî äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.

Íàéáiëüø çàãàëüíi ðåçóëüòàòè äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ðiâíÿíü

îòðèìàíî â ðîáîòàõ I.Ì. Ãåëüôàíäà òà Ã.�. Øèëîâà [22, 23], Á.Ë. Ãóðåâè-

÷à [39], Ñ.Ä. Åéäåëüìàíà [142], Ì. Ñ. Àãðàíîâè÷à òà Ì. É. Âiøèêà [2]. Ïîäàëü-

øi äîñëiäæåííÿ âèêîíàíî ó ïðàöÿõ Ì. Ë. Ãîðáà÷óêà [32,34], Â. Â. Ãîðîäåöüêî-

ãî [36] òà iíøèõ àâòîðiâ.

Âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Åéäåëüìàíîì ñèñ-

òåì äîñëiäæåíî ó ðÿäi ïðàöü Ñ.Ä. Åéäåëüìàíà, Ñ.Ä. Iâàñèøåíà, Ì.I. Ìàòié-

÷óêà [47�49, 95, 97, 158], à äëÿ ñèñòåì ïàðàáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì� ó ïðàöÿõ

I.Ì. Ãåëüôàíäà i Ã.�. Øèëîâà [22,23].

Çàäà÷à Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü âèâ-

÷àëàñÿ ó ðîáîòàõ [12,31,37,86]: äåòàëüíèé îãëÿä öèõ ïðàöü íàâåäåíî ó ñòàòòi

[33].

Êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåí-

öiàëüíèõ ñèñòåì ó ïðîñòîðàõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié äîñëi-

äæåíî ó ïðàöÿõ áàãàòüîõ àâòîðiâ (äèâ., íàïðèêëàä, ðîáîòè Â.Â. Ãîðîäåöüêî-

ãî [37], Â.À. Ëiòîâ÷åíêà [91]).

Çàäà÷i ç íåëîêàëüíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè äîñëiäæåíî ó ðîáîòàõ

Â. Ì. Áîðîê òà ¨¨ ó÷íiâ [5,92,137] ó áåçìåæíîìó çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè øà-

ði äëÿ ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òà äëÿ íàâàí-

òàæåíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü [13]. Âñòàíîâëåíî êëàñè ¹äèíîñòi òà ðîçâ'ÿçíî-

ñòi òàêèõ çàäà÷. Ïîêàçàíî, ùî óìîâè êîðåêòíîñòi çàëåæàòü âiä àðèôìåòè÷íî¨

ïðèðîäè òî÷îê, ó ÿêèõ çàäàþòüñÿ çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó. Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿëü-

íèé àíàëiç çàäà÷ ç íåëîêàëüíèìè òà ëîêàëüíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè i
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íàâàíòàæåíèìè ðiâíÿííÿìè òà ðiâíÿííÿìè áåç íàâàíòàæåíü.

Êëàñè iñíóâàííÿ òà êëàñè ¹äèíîñòi áàãàòîòî÷êîâèõ çàäà÷ ó áåçìåæíîìó

øàði, ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ âñòàíîâëåíî ó ðîáîòàõ Ï. I. Êàëåíþêà òà

éîãî ó÷íiâ [78,79]. Îïèñàíî i îáãðóíòîâàíî ïðîöåäóðó (Ç. Ì. Íèòðåáè÷ [103])

ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó âiä áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äî çàäà÷i Êîøi. Âèêîðèñòîâó-

¹òüñÿ ñïåöiàëüíèé îïåðàöiéíèé ìåòîä, ïîáóäîâàíèé çà óçàãàëüíåíîþ ñõåìîþ

âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ [78]. Ó êëàñàõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëi-

ïøèöÿ, äîñëiäæåíî ó íåîáìåæåíîìó øàði çàäà÷i ç áàãàòîòî÷êîâèìè (ëîêàëü-

íèìè òà íåëîêàëüíèìè) óìîâàìè äëÿ ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâ-

íÿíü ðîçãëÿíóòî ó ðîáîòàõ [145,155,165].

Äîâåäåíî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä ïðàâèõ ÷àñòèí

çàäà÷i ðîçâ'ÿçêó íà îñíîâi òåîðåìè Áàíàõà ïðî íåðóõîìó òî÷êó.

Äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü çàäà÷i ç áàãàòîòî÷êîâèìè óìî-

âàìè âèâ÷àëèñÿ ó ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ [1,40,120,136]. Çîêðåìà Î. Î. Äå-

çií [40] âêàçàâ íà íåîáõiäíiñòü âèêîðèñòàííÿ íåëîêàëüíèõ áàãàòîòî÷êîâèõ

óìîâ äëÿ îïèñó ðîçâ'ÿçíèõ ðîçøèðåíü äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ùî ïîðî-

äæåíi çàãàëüíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ îïåðàöi¹þ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Àíà-

ëîãi÷íi ïèòàííÿ îïèñó ïðàâèëüíèõ ðîçøèðåíü äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

âèñîêîãî ïîðÿäêó ç îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè âèâ÷àâ Â. Ê. Ðîìàíêî [120].

Âñòàíîâëåííþ óìîâ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ

ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó i êðàéîâî¨ óìîâè òà óìîâè ïåðåâè-

çíà÷åííÿ íåëîêàëüíîãî âèãëÿäó ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè Ì. I. Iâàí÷îâà [45,61].

Ó ðîáîòàõ I. Ä. Ïóêàëüñüêîãî äîñëiäæåíî íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ ëiíiéíèõ

íåïåðåðâíî ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç âèðîðäæåííÿìè [114�116].

Òàêîæ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü íåëîêàëüíi áàãàòîòî÷êîâi çàäà÷i âèâ÷à-

ëèñÿ ó ðîáîòàõ [87,96].

Âèâ÷åííÿ óìîâ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ëîêàëüíèõ i íåëîêàëüíèõ áàãàòîòî-

÷êîâèõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü ïðîâå-

äåíî â ðîáîòàõ [58,113,132]. Ó öèõ ïðàöÿõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðiÿ Þ. À. Äó-
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áiíñüêîãî [42] ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç àíàëiòè÷íèìè ñèìâîëàìè

ó äîâiëüíié îáëàñòi áàãàòîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó.

Çàäà÷i ç íåëîêàëüíèìè iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè âèíèêàþòü ó äåÿêèõ òåîðiÿõ, ùî ìîäåëþþòü ïåâíi ïðàêòè÷íi çà-

äà÷i. Çîêðåìà, òåîði¨ ïîøèðåííÿ òåïëà [4,16,60,83,140,151], âîëîãîïåðåíîñó ó

äåÿêèõ ñåðåäîâèùàõ [100], òåõíîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ [99], äèôóçi¨ ó òóðáóëåíòíié

ïëàçìi [122], îáåðíåíèõ çàäà÷ [46], ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨ [101], äåìîãðàôi¨ [9]

òîùî.

Âèêîðèñòàííÿ iíòåãðàëüíèõ óìîâ ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ¹ íåîáõiäíèì,

îñêiëüêè íåìîæëèâà ïîñòàíîâêà ëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ [94], òîìó çàäà÷i

ç òàêèìè óìîâàìè àêòèâíî âèâ÷àþòüñÿ îñòàíí¹ ïiâñòîëiòòÿ.

Äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi iíòåãðàëüíà óìîâà ïîâ'ÿçó-

¹òüñÿ ç âiäîìîþ çàãàëüíîþ êiëüêiñòþ òåïëà ÷àñòèíè ñòåðæíÿ, ÿêà ïðèëÿãà¹

äî îäíîãî ç éîãî êiíöiâ.

Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ç óìîâàìè Äiðiõë¹ íà ÷àñòèíi ìåæi

îáëàñòi òà iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ äîñëiäæåíî ó ðîáîòi [151]. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ

îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi âèêîðèñòàíî ìåòîä òåïëîâèõ ïîòåíöiàëiâ. Çà äîïî-

ìîãîþ öüîãî æ ìåòîäó äîñëiäæåíî ìiøàíó çàäà÷ó ç iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ äëÿ

çàãàëüíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ [83]. Âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî íå-

ïåðåðâíîãî â óñié îáëàñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çà óìîâ ãåëüäåðîâîñòi êîåôiöi¹íòiâ

ðiâíÿííÿ òà ôóíêöié, ùî çàäàþòü îáëàñòü. Ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè îáìåæå-

íî¨ òà íåîáìåæåíî¨ îáëàñòi òà çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü

äî îòðèìàíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððà.

Ìåòîä ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó ðÿä çà ñèñòåìîþ âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ ôóíê-

öié âèêîðèñòàíî ïðè äîñëiäæåííi ó ïðÿìîêóòíèêó íåñàìîñïðÿæåíî¨ çàäà÷i ç

iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi [60]. Âñòàíîâëåíî äâî-

ñòîðîííi àïðiîðíi îöiíêè ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ i äîâåäåíî iñíóâàííÿ íåïåðåðâ-

íîãî ðîçâ'ÿçêó.

Òàêi æ çàäà÷i äëÿ âèïàäêiâ, êîëè ó ðiâíÿííi òåïëîïðîâiäíîñòi çàìiñòü äðó-
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ãî¨ ïîõiäíî¨ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó, àáî

îïåðàòîð Áåññåëÿ, äîñëiäæåíî ó ðîáîòàõ [10,143].

Âèâ÷åííÿ çàäà÷ ïîâ'ÿçàíå ç ìåòîäîì åíåðãåòè÷íèõ íåðiâíîñòåé, ââåäåííÿì

ñïåöiàëüíèõ âàãîâèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, äîâåäåííÿì ãîìåîìîðôiçìó ìiæ

öèìè ïðîñòîðàìè, ùî éîãî çäiéñíþ¹ îïåðàòîð çàäà÷i.

Çàäà÷ó êåðóâàííÿ ðîçïîäiëîì òåìïåðàòóðè ó òîíêîìó íàãðiòîìó ñòåðæíi

çà óìîâè ïiäòðèìàííÿ íóëüîâî¨ òåìïåðàòóðè íà ëiâîìó êiíöi ñòåðæíÿ i íó-

ëüîâî¨ çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi òåïëà ñòåðæíÿ äîñëiäæåíî ó ðîáîòi [4]. Êåðóâàííÿ

çäiéñíþ¹òüñÿ øóêàíèì ïî÷àòêîâèì ðîçïîäiëîì òåìïåðàòóðè i ïîëÿãà¹ ó ìiíi-

ìiçàöi¨ (êâàäðàòè÷íîãî ùîäî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ äåÿêî-

ãî ôiêñîâàíîãî ÷àñó) ôóíêöiîíàëó ìåòîäîì êâàçiîáåðòàííÿ [88]. Öåé ìåòîä

âèêîðèñòîâó¹ çàìiíó îïåðàòîðà òåïëîïðîâiäíîñòi çà çâîðîòíiì ÷àñîì, ÿêèé ¹

íåêîðåêòíèì, áëèçüêèì äî íüîãî êîðåêòíèì îïåðàòîðîì. Áëèçüêiñòü îïåðàòî-

ðiâ ðåãóëþ¹òüñÿ îêðåìèì ïàðàìåòðîì, çíà÷åííÿ ÿêîãî ñïðÿìîâó¹òüñÿ äî íóëÿ.

Òàê ïîñòàâëåíà çàäà÷à âæå ¹ êîðåêòíîþ çà Àäàìàðîì i çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ðàçîì çi çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà.

Ïðè äîñëiäæåííi ïðîöåñiâ êåðóâàííÿ òåðìîïðóæíèìè äåôîðìàöiÿìè [16]

âèíèêà¹ ó ïðÿìîêóòíié îáëàñòi çàäà÷à ç iíòåãðàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

äëÿ îäíîâèìiðíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, ÿêó ðîçãëÿíóâ Ì. I. Iâàí÷îâ ó

ðîáîòi [46]. Óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó âñòàíîâëåíî

ìåòîäîì çâåäåííÿ äî åêâiâàëåíòíî¨ ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî

ðiâíÿííÿ.

Çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà äîñëiäæåíî êðàéîâó çàäà÷ó ç iíòåãðàëüíîþ

óìîâîþ äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó [123].

Çíàéäåíî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çà óìîâè

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äåÿêî¨ çàäà÷i ç ëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Íàáëè-

æåíi ðîçâ'ÿçêè áóäóþòüñÿ íà îñíîâi ðiçíèöåâèõ ñõåì, äëÿ íèõ âñòàíîâëåíî

çáiæíiñòü äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ïðè çìåíøåííi äî íóëÿ êðîêó ðiçíèöå-

âî¨ ñõåìè.
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Ïðè ìîäåëþâàííi ïðîöåñiâ î÷èùåííÿ êðåìíiþ âiä äîìiøîê âèíèêà¹ çàäà÷à

ç êðàéîâîþ iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ÿêà äîñëi-

äæåíà ó ðîáîòàõ [99]. Ìiøàíi çàäà÷i ç óìîâîþ Äiðiõë¹ òà óìîâîþ Íåéìàíà

äëÿ îäíîâèìiðíîãî òà äâîâèìiðíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ðîçãëÿíó-

òî ó ðîáîòàõ [152,153,157].

Àáñòðàêòíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ ç óìîâîþ, ùî ìiñòèòü iíòåãðàë Ðiìàíà�

Ñòiëüòü¹ñà ç ìiðîþ, âèçíà÷åíîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, äîñëiäæóþòüñÿ

ó ñòàòòi [131]. Ðîçâ'ÿçîê øóêà¹òüñÿ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, â ÿêîìó äi¹ îïå-

ðàòîð ç åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé ¹ ëiíiéíèì i çàìêíåíèì. Âñòàíîâëåíî

êîðåêòíiñòü çàäà÷i ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâàõ íà îïåðàòîð.

Êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó ñìóçi äëÿ áàãàòîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-

íîñòi, ñåðåäí¹ çà ÷àñîì ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíîþ ôóíêöi¹þ, äîñëiäæåíî ó

ðîáîòàõ [109,110]. Âèâ÷à¹òüñÿ ¹äèíiñòü òà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó â åêñïîíåíöié-

íèõ øêàëàõ ïðîñòîðiâ äâîõ òèïiâ; âñòàíîâëåíî ìåæi ìiæ ¹äèíiñòþ òà íå¹äè-

íiñòþ i ìiæ ðîçâ'ÿçíiñòþ òà íåðîçâ'ÿçíiñòþ çàäà÷i.

Ó ðîáîòàõ [138, 139] äîñëiäæåíî ó ñìóçi íåëîêàëüíi çàäà÷i iç çàãàëüíîþ

iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ ñèñòåìè åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü.

Âèâ÷åíî êðèòåði¨ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi, ñèëüíî¨ êîðåêòíîñòi, âëàñòèâiñòü

êâàçiðåãóëÿðíîñòi, âïëèâ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i íà âëàñòèâîñòi ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ (ïðè

öüîìó âèêîðèñòàíî òåîðåìó Çàéäåíáåðãà�Òàðñüêîãî [133]). Êëàñè ¹äèíîñòi òà

êðèòåði¨ êîðåêòíîñòi öi¹¨ çàäà÷i ñôîðìóëüîâàíî ó ïðàöÿõ [15,92].

Çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíî-ñèìâîëüíîãî ìåòîäó [80] çíàéäåíî ôîðìó-

ëè [81] äëÿ åëåìåíòiâ ÿäðà Ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü

iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (êâàçiìíîãî÷ëåíiâ) îäíîðiäíî¨ çàäà÷i ç iíòåãðàëü-

íîþ óìîâîþ äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì

âèðàçîì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè i öiëèì àíàëiòè÷íèì ñèìâîëîì.

Çàäà÷ó ç äâîìà äèôåðåíöiàëüíî-iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà ïðîñòîðîâîþ

çìiííîþ äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ó ïðÿìîêóòíèêó ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi

[102]. Âîíà âèâ÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïîñîáó çâåäåííÿ äî âiäïîâiäíî¨ êðàéîâî¨
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çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè íàâàíòàæåíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Äëÿ ëiíiéíèõ i êâàçiëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ó ïðÿ-

ìîêóòíié îáëàñòi äîñëiäæåíî ìiøàíi çàäà÷i ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè, ãðàíè÷íîþ

óìîâîþ Íåéìàíà òà íåëîêàëüíîþ iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ [117, 118]. Iñíóâàí-

íÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì Ãàëüîðêiíà ç âèêîðèñòàííÿì

àïðiîðíèõ îöiíîê, à ó âèïàäêó êâàçiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ� çà äîïîìîãîþ ïðèí-

öèïiâ íåðóõîìî¨ òî÷êè Áàíàõà òà Øàóäåðà çà âèêîíàííÿ óìîâ Êàðàòåîäîði

òà Ëiïøèöÿ äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ.

Iç çàäà÷åþ Ãóðñà [30] ïîâ'ÿçóþòü çàäà÷ó ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà îáî-

ìà çìiííèìè äëÿ ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó ó ïðÿìî-

êóòíèêó, à äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç [19] ñïåöiàëüíèìè óìîâàìè ñïðÿæåííÿ

íà õàðàêòåðèñòèöi. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóíêöiÿ Ðiìàíà çàäà÷i Ãóðñà, àëüòåð-

íàòèâà Ôðåäãîëüìà äëÿ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ

âëàñòèâîñòi ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ãàóñà òà ¨¨ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ.

Ó ðîáîòàõ [7, 8, 146] ðîçãëÿíóòî ìiøàíi çàäà÷i äëÿ îäíîâèìiðíîãî òà áà-

ãàòîâèìiðíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç êëàñè÷íèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè òà

êðàéîâèìè óìîâàìè, îäíà ç ÿêèõ� iíòåãðàëüíà. Äîñëiäæó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíiñòü

çàäà÷ ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà òà êëàñè÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü; îêðåìî ðîçãëÿíóòî ðiâ-

íÿííÿ ç ñèíãóëÿðíèì êîåôiöi¹íòîì òà iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ ç ÿäðîì. Âñòà-

íîâëåíî óìîâè êîðåêòíîñòi çàäà÷.



19

ÐÎÇÄIË 2

ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÓÌÎÂ ÐÎÇÂ'ßÇÍÎÑÒI ÇÀÄÀ×I ÊÎØI ÄËß

ÐIÂÍßÍÜ IÇ ×ÀÑÒÈÍÍÈÌÈ ÏÎÕIÄÍÈÌÈ ÇÀ ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ

ÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÏIÄÕÎÄÓ

2.1. Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

äîñëiäæóâàëàñü ó ðîáîòi Ãåëüôàíäà i Øèëîâà [24], â ÿêié çà äîïîìîãîþ îïå-

ðàòîðíîãî ìåòîäó i ìåòîäó Ôóð'¹ äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó,

à òàêîæ âñòàíîâëåíî âiäïîâiäíi êëàñè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó öi¹¨

çàäà÷i. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ òî÷íèìè, çàëåæàòü âiä (ïðèâåäåíîãî) ïîðÿäêó

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, àëå íå çàëåæàòü âiä éîãî êîåôiöi¹íòiâ òà êiëüêî-

ñòi ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ.

Ó äàíîìó ðîçäiëi çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó [112,113] îòðèìàíî ðå-

çóëüòàòè ùîäî óìîâ ðîçâ'ÿçíîñòi i ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ
”
ìàé-

æå âñiõ“ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó âèïàäêó ïðîñòîðiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ çà

ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè ôóíêöié; çîêðåìà ïîêàçàíî, ùî ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

çàëåæèòü ÿê âiä ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ, òàê i âiä êiëüêîñòi ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ.

2.1.1. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé Dp = [0, T ] × Ωp
2π, äå Ωp

2π =

(R/2πZ)p� p-âèìiðíèé òîð ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ x = (x1, . . . , xp), t � ÷àñî-

âà (âèäiëåíà) çìiííà, t ∈ [0, T ], T > 0.

Ïðîñòîðè Eh,l(Ω
p
2π), h ∈ R, l ∈ R, òà Hq(Ω

p
2π), q ∈ R, ¹ ïîïîâíåííÿìè

ìíîæèíè ñêií÷åííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ñóì v(x) =
∑

k v̂ke
i(k,x) âiäïîâiäíî çà

íîðìàìè

∥v;Eh,l(Ω
p
2π)∥ =

(∑
k∈Zp

exp(2hk̃l)|v̂k|2
)1/2

, ∥v;Hq(Ω
p
2π)∥ =

(∑
k∈Zp

k̃2q|v̂k|2
)1/2

,

äå k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, (k, x) = k1x1 + · · ·+ kpxp, k̃ = (1 + k21 + · · ·+ k2p)
1/2.
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Îïåðàòîð F (D), äå D = (D1, . . . , Dp), Dj = −i∂/∂xj, äi¹ íà ôóíêöiþ

v(x) =
∑

k v̂ke
i(k,x) çà ïðàâèëîì F (D)v(x) =

∑
k F (k)v̂ke

i(k,x).

Ïðîñòið En
Λ,l(Dp), Λ ∈ R, l ∈ R, n ∈ N, n ≥ 0, ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié

u = u(t, x), ïîõiäíi (1−∆)l(n−j)/2Dj
tu(t, ·), j = 0, 1, . . . , n, ÿêèõ ïðè t ∈ [0, T ]

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó EΛt,l(Ω
p
2π), ïðè÷îìó íà âiäðiçêó [0, T ] ¹ íåïåðåðâíîþ

ôóíêöiÿ ∥(1−∆)l(n−j)/2Dj
tu(t, ·);EΛt,l(Ω

p
2π)∥2, äå ∆� îïåðàòîð Ëàïëàñà âiä p

çìiííèõ, ∆ = −(D2
1 + · · ·+D2

p), Dt = ∂/∂t;

∥u;En
Λ,l(Dp)∥2 =

n∑
j=0

sup
t∈[0,T ]

∥(1−∆)l(n−j)/2Dj
tu(t, ·);EΛt,l(Ω

p
2π)∥2.

2.1.2. Ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Ó öüîìó

âèïàäêó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ φ0 ∈ H0(Ω
p
2π) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u =

u(t, x) çàäà÷i Êîøi

Dtu− (1−∆)l/2u = 0, l/2 ∈ N, (2.1)

u|t=0 = φ0; (2.2)

öåé ðîçâ'ÿçîê çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(t, x) = exp
(
(1−∆)l/2t

)
φ0 =

∑
k∈Zp

exp(tk̃l)φ̂0(k)e
i(k,x), (2.3)

äå φ0 = φ0(x) =
∑
k∈Zp

φ̂0(k)e
i(k,x), φ̂0(k) ∈ C�êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ φ0.

Ïðè ôiêñîâàíîìó t = h ∈ [0, T ] ôóíêöiÿ u(h, ·) ∈ E−h,l(Ω
p
2π) i âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

∥u(h, ·);E−h,l(Ωp
2π)∥2 =

∑
k∈Zp

exp(−2hk̃l)| exp(hk̃l)φ̂0(k)|2 =

=
∑
k∈Zp

|φ̂0(k)|2 = ∥φ0;H0(Ω
p
2π)∥2.

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå äëÿ êîæíîãî ðiâíÿííÿ

Dtu = a1(D)u, (2.4)
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äå a1(D) =
∑
|s|≤l

a1sD
s, l� çâåäåíèé ïîðÿäîê ðiâíÿííÿ (2.4) [24, ñ. 51, 83], a1s ∈

C, |a1s| ≤ R, R�äîâiëüíå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî.

Ñïðàâäi, íåõàé ã1(k) = a1(k)/k̃
l, S(α) = {k ∈ Zp : Re ã1(k) > α}, α ∈ R,

÷èñëî Λ âèáðàíî òàê (íàïðèêëàä, Λ > lim sup
k∈Zp

Reλ1(k)), ùî S(Λ)� ñêií÷åííà

ìíîæèíà.

Çîêðåìà äëÿ ðiâíÿííÿ (2.1), ÿêå ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ðiâíÿííÿ (2.4) ïðè

a1(D) =
(
1 +D2

1 + · · ·+D2
p

)l/2
, äå l�ïàðíå äîäàòíå ÷èñëî, ìà¹ìî ã1(k) = 1,

Λ = 1, S(Λ) = ∅ i S(α) = Zp ïðè α < Λ.

Òâåðäæåííÿ 2.1 Óìîâà φ0 ∈ H0(Ω
p
2π) ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i Êîøi (2.4), (2.2), äëÿ ÿêîãî u(h, ·) ∈ E−Λh,l(Ω
p
2π)

ïðè h ∈ [0, T ].
Äîâåäåííÿ. Íåõàé φ0 ∈ H0(Ω

p
2π), òîäi çàäà÷à Êîøi (2.4), (2.2) ìà¹ ðîçâ'ÿ-

çîê

u(t, x) = exp
(
a1(D)t

)
φ0(x) =

∑
k∈Zp

exp
(
ã1(k)tk̃

l
)
φ̂0(k)e

i(k,x), (2.5)

ÿêèé ïðè t = h ¹ ôóíêöi¹þ iç E−Λh,l(Ω
p
2π), îñêiëüêè ñïðàâäæó¹ íåðiâíiñòü

∥u(h, ·);E−Λh,l(Ωp
2π)∥2 =

∑
k∈Zp

exp(−2Λhk̃l)
∣∣ exp (ã1(k)hk̃l)φ̂0(k)

∣∣2 ≤
≤
∑

k∈S(Λ)

(
exp

(
2(Re ã1(k)− Λ)hk̃l

)
− 1
)
|φ̂0(k)|2 + ∥φ0;H0(Ω

p
2π)∥2 <∞.

Íàâïàêè, ïðîñòið E−Λh,l(Ω
p
2π) ïðè ôiêñîâàíèõ l i h ¹ òî÷íèì ñòîñîâíî ÷èñëà

Λ, ÿêå íå ìîæå áóòè òàêèì, ùîá S(Λ) áóëà íåñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ φ0 =
∑

k∈S(Λ)
φ̂0(k)e

i(k,x) iç ïðîñòîðó

H0(Ω
p
2π), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∑
k∈S(Λ)

exp
(
2(Re ã1(k) − Λ)hk̃l

)
|φ̂0(k)|2 = ∞

äëÿ ÿêîãîñü h ∈ [0, T ], ìà¹ìî ðiâíiñòü

∥u(h, ·);E−Λh,l(Ωp
2π)∥2 =

∑
k∈S(Λ)

exp
(
− 2Λhk̃l

)
|uk(h)|2 =

=
∑

k∈S(Λ)

exp
(
2(Re ã1(k)− Λ)hk̃l

)
|φ̂0(k)|2 =∞.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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2.1.3. Ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Ðîçãëÿ-

íåìî äâà ìîäåëüíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

D2
tu− (1−∆)lu = 0 (2.6)

òà (
Dt − (1−∆)l/2

)2
u = 0, (2.7)

ÿêi ìàþòü îäíàêîâèé çâåäåíèé ïîðÿäîê l. Ïðîàíàëiçó¹ìî óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi

çàäà÷i Êîøi ç óìîâàìè

u|t=0 = φ0, Dtu|t=0 = φ1, (2.8)

äëÿ ðiâíÿíü (2.6) òà (2.7).

Êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ uk(t), k ∈ Zp, ðîçâ'ÿçêó u =
∑
k∈Zp

uk(t)e
i(k,x) çàäà÷i (2.6),

(2.8) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè òàêèõ çàäà÷:

u′′k(t)− k̃2luk(t) = 0, uk(0) = φ̂0(k), u′k(0) = φ̂1(k),

òîìó

uk(t) =
1

2

(
exp(tk̃l) exp(−tk̃l)

)1 1

1 −1

 φ̂0(k)

k̃−lφ̂1(k)

 ,

u′k(t) =
1

2

(
exp(tk̃l) exp(−tk̃l)

) 1 1

−1 1

k̃lφ̂0(k)

φ̂1(k)

 ,

i

k̃2l exp(−tk̃l)uk(t) =
1 + exp(−2tk̃l)

2
k̃2lφ̂0(k) +

1− exp(−2tk̃l)
2

k̃lφ̂1(k),

k̃l exp(−tk̃l)u′k(t) =
1− exp(−2tk̃l)

2
k̃2lφ̂0(k) +

1 + exp(−2tk̃l)
2

k̃lφ̂1(k).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi

exp(−2tk̃l)
∣∣k̃2luk(t)∣∣2 ≤ 2

∣∣k̃2lφ̂0(k)
∣∣2 + 1

2

∣∣k̃lφ̂1(k)
∣∣2,

exp(−2tk̃l)
∣∣k̃lu′k(t)∣∣2 ≤ 1

2

∣∣k̃2lφ̂0(k)
∣∣2 + 2

∣∣k̃lφ̂1(k)
∣∣2.
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Â ðåçóëüòàòi ïiäñóìîâóâàííÿ öèõ íåðiâíîñòåé ìà¹ìî äëÿ âñiõ h ∈ [0, T ] íåðiâ-

íîñòi äëÿ íîðì

∥(1−∆)lu(h, ·);E−h,l(Ωp
2π)∥2 ≤ 2∥φ0;H2l(Ω

p
2π)∥2 +

1

2
∥φ1;Hl(Ω

p
2π)∥2,

∥(1−∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ωp
2π)∥2 ≤

1

2
∥φ0;H2l(Ω

p
2π)∥2 + 2∥φ1;Hl(Ω

p
2π)∥2.

(2.9)

ßêùî φ1 = 0, òî

k̃2l exp(−tk̃l)uk(t) =
1 + exp(−2tk̃l)

2
k̃2lφ̂0(k),

k̃l exp(−tk̃l)u′k(t) =
1− exp(−2tk̃l)

2
k̃2lφ̂0(k),

òîìó âèêîíó¹òüñÿ äâîñòîðîííÿ îöiíêà

1

4
∥φ0;H2l(Ω

p
2π)∥2 ≤ ∥(1−∆)lu(h, ·);E−h,l(Ωp

2π)∥2 ≤ ∥φ0;H2l(Ω
p
2π)∥2 (2.10)

äëÿ ôóíêöi¨ φ0 ∈ H2l(Ω
p
2π); ÿêùî æ φ0 =

∑
2hk̃l≥ln 2

φ̂0(k)e
i(k,x) ∈ H2l(Ω

p
2π), òî

1

16
∥φ0;H2l(Ω

p
2π)∥2 ≤ ∥(1−∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ωp

2π)∥2 ≤

≤ 1

4
∥φ0;H2l(Ω

p
2π)∥2 (2.11)

Àíàëîãi÷íî ïðè φ0 = 0 ìà¹ìî

k̃2l exp(−tk̃l)uk(t) =
1− exp(−2tk̃l)

2
k̃lφ̂1(k),

k̃l exp(−tk̃l)u′k(t) =
1 + exp(−2tk̃l)

2
k̃lφ̂1(k).

òîìó äëÿ âñiõ φ1 ∈ Hl(Ω
p
2π) âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

1

4
∥φ1;Hl(Ω

p
2π)∥2 ≤ ∥(1−∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ωp

2π)∥2 ≤ ∥φ1;Hl(Ω
p
2π)∥2; (2.12)

ÿêùî φ1 =
∑

2hk̃l≥ln 2
φ̂1(k)e

i(k,x) ∈ Hl(Ω
p
2π), òî

1

16
∥φ1;Hl(Ω

p
2π)∥2 ≤ ∥(1−∆)lu(h, ·);E−h,l(Ωp

2π)∥2 ≤
1

4
∥φ1;Hl(Ω

p
2π)∥2. (2.13)
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Öi íåðiâíîñòi îçíà÷àþòü, ùî êëàñîì ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (2.6), (2.8) ¹ ïðî-

ñòið E2
−1,l(Dp), ÿêùî φ0 ∈ H2l(Ω

p
2π) i φ1 ∈ Hl(Ω

p
2π), ïðè÷îìó iç íåðiâíîñòåé

(2.9) òà ðiâíîñòi D2
tu = (1−∆)lu ìà¹ìî îöiíêó

∥u;E2
−1,l(Dp)∥2 ≤ 9

2
∥φ0;H2l(Ω

p
2π)∥2 + 3∥φ1;Hl(Ω

p
2π)∥2.

Ðîçâ'ÿçîê u =
∑
k∈Zp

uk(t)e
i(k,x) çàäà÷i (2.7), (2.8) ìà¹ êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹

uk(t), ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷( d
dt
− k̃l

)2
uk(t) = u′′k(t)−2k̃lu′k(t)+ k̃2luk(t) = 0, uk(0) = φ̂0(k), u

′
k(0) = φ̂1(k),

à ñàìå

uk(t) = exp(tk̃l)
(
1 t
) 1 0

−k̃l 1

φ̂0(k)

φ̂1(k)

 ,

u′k(t) = exp(tk̃l)
(
k̃l 1 + tk̃l

) 1 0

−k̃l 1

φ̂0(k)

φ̂1(k)

 .

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi

k̃2l exp(−tk̃l)uk(t) = (1− tk̃l)k̃2lφ̂0(k) + tk̃2lφ̂1(k),

k̃l exp(−tk̃l)u′k(t) = −tk̃3lφ̂0(k) + (1 + tk̃l)k̃lφ̂1(k)

òà íåðiâíîñòi

exp(−2tk̃l)
∣∣k̃2luk(t)∣∣2 ≤ 2

∣∣k̃2lφ̂0(k)
∣∣2 + 2t2

∣∣k̃3lφ̂0(k)
∣∣2 + 2t2

∣∣k̃2lφ̂1(k)
∣∣2,

exp(−2tk̃l)
∣∣k̃lu′k(t)∣∣2 ≤ 3t2

∣∣k̃3lφ̂0(k)
∣∣2 + 3

∣∣k̃lφ̂1(k)
∣∣2 + 3t2

∣∣k̃2lφ̂1(k)
∣∣2.

Ïiäñóìîâóþ÷è çà iíäåêñîì k ∈ Zp, ìà¹ìî

∥(1−∆)lu(h, ·);E−h,l(Ωp
2π)∥2 ≤ 2∥φ0;H2l(Ω

p
2π)∥2+

2h2∥φ0;H3l(Ω
p
2π)∥2 + 2h2∥φ1;H2l(Ω

p
2π)∥2, (2.14)

∥(1−∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ωp
2π)∥2 ≤ 3h2∥φ0;H3l(Ω

p
2π)∥2+

3∥φ1;Hl(Ω
p
2π)∥2 + 3h2∥φ1;H2l(Ω

p
2π)∥2. (2.15)
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ßêùî φ1 = 0, òî uk(t) = exp(tk̃l)(1−tk̃l)φ̂0(k), u′k(t) = −t exp(tk̃l)k̃2lφ̂0(k).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî òàêi îöiíêè:

∣∣k̃lφ̂0(k)
∣∣2/4 ≤ exp(−2tk̃l)

∣∣uk(t)∣∣2 ≤ 2t2
∣∣k̃lφ̂0(k)

∣∣2 + 2|φ̂0(k)|2

ïðè tk̃l ≥ 2 òà exp(−2tk̃l)
∣∣u′k(t)∣∣2 = t2

∣∣k̃2lφ̂0(k)
∣∣2, àáî ïðè h > 0

∑
hk̃l<2

(∣∣1− hk̃l∣∣− 1

4
h2k̃2l

)∣∣k̃2lφ̂0(k)
∣∣2 + 1

4
h2∥φ0;H3l(Ω

p
2π)∥2 ≤

≤ ∥(1−∆)lu(h, ·);E−h,l(Ωp
2π)∥2 ≤ 2∥φ0;H2l(Ω

p
2π)∥2+2h2∥φ0;H3l(Ω

p
2π)∥2, (2.16)

∥(1−∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ωp
2π)∥2 = h2∥φ0;H3l(Ω

p
2π)∥2. (2.17)

ßêùî æ φ0 = 0, òî uk(t) = t exp(tk̃l)φ̂1(k), u′k(t) = exp(tk̃l)(1 + tk̃l)φ̂1(k)

òà âèêîíóþòüñÿ îöiíêè exp(−2tk̃l)
∣∣uk(t)∣∣2 = t2|φ̂1(k)

∣∣2,
t2
∣∣k̃lφ̂1(k)

∣∣2 ≤ exp(−2tk̃l)
∣∣u′k(t)∣∣2 ≤ 2|φ̂1(k)

∣∣2 + 2t2
∣∣k̃lφ̂1(k)

∣∣2,
ïiäñóìîâóþ÷è ÿêi, ìà¹ìî

∥(1−∆)lu(h, ·);E−h,l(Ωp
2π)∥2 = h2∥φ1;H2l(Ω

p
2π)∥2, (2.18)

h2∥φ1;H2l(Ω
p
2π)∥2 ≤ ∥(1−∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ωp

2π)∥2 ≤

≤ 2∥φ1;Hl(Ω
p
2π)∥2 + 2h2∥φ1;H2l(Ω

p
2π)∥2. (2.19)

Iç îöiíîê (2.9) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.6), (2.8) ó ïðîñòîði

E2
−1,l(Dp) äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié φ0 ∈ H2l(Ω

p
2π), φ1 ∈ Hl(Ω

p
2π). Öå òî÷íèé

ðåçóëüòàò ùîäî ãëàäêîñòi ôóíêöié φ0 òà φ1. Äiéñíî, iç íåðiâíîñòåé (2.10),

(2.11) âèïëèâà¹, ùî ÿêùî φ0 /∈ H2l(Ω
p
2π), φ1 = 0, òî (1−∆)lu i (1−∆)l/2Dtu ïðè

t = h íå íàëåæàòü äî ïðîñòîðó E−h,l(Ω
p
2π); òàêà æ ñèòóàöiÿ (äèâ. íåðiâíîñòi

(2.12), (2.13)) âèíèêà¹ ïðè φ1 /∈ Hl(Ω
p
2π), φ0 = 0.

Äëÿ íàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.7), (2.8) äî E2
−1,l(Dp) íåîáõiäíî (i äî-

ñòàòíüî) íàêëàäàòè çíà÷íî ñèëüíiøi óìîâè ãëàäêîñòi íà ïðàâi ÷àñòèíè φ0, φ1
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óìîâ (2.8), à ñàìå φ0 ∈ H3l(Ω
p
2π), φ1 ∈ H2l(Ω

p
2π). Íåîáõiäíiñòü öèõ óìîâ âè-

ïëèâà¹ iç íåðiâíîñòåé (2.16)�(2.19), à äîñòàòíiñòü iç íåðiâíîñòåé (2.14), (2.15).

Òîìó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ç óìîâàìè (2.8) äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çà çìiííîþ t i çâåäåíîãî ïîðÿäêó

l âèãëÿäó

D2
tu+ a1(D)Dtu+ a2(D)u = 0, (2.20)

äå a1(D) =
∑
|s|≤l

a1sD
s, a2(D) =

∑
|s|≤2l

a2sD
s, a1s ∈ C, a2s ∈ C, |a1s| ≤ R,

|a2s| ≤ R, ó ïðîñòîði E2
−Λ,l(Dp) âèìàãà¹ íàêëàäàííÿ óìîâ íà ôóíêöi¨ φ0 i φ1

íå ñëàáøèõ, íiæ ó çàäà÷i (2.7), (2.8).

Çíàéäåìî îöiíêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.20), (2.8), ââiâøè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Λ�÷èñëî, äëÿ ÿêîãî Reλ1(k) ≤ Λ äëÿ âñiõ k ∈ Zp, êðiì, ìîæëèâî, ñêií-

÷åííî¨ ìíîæèíè S = S(Λ), äëÿ ÿêî¨ Reλ1(k) > Λ, k ∈ S;

Λ1�÷èñëî, äëÿ ÿêîãî max(|λ1(k)|, |λ2(k)|) ≤ Λ1 äëÿ âñiõ k ∈ Zp, êðiì

ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè S1 = S1(Λ1), äëÿ ÿêî¨ max(|λ1(k)|, |λ2(k)|) > Λ1, k ∈ S1,

äå λ1(k), λ2(k)�êîðåíi ðiâíÿííÿ λ2 + ã1(k)λ + ã2(k) = 0, ÿêi âïîðÿäêîâàíi

òàê, ùî Reλ1(k) ≥ Reλ2(k).

Òóò ã1(k) = a1(k)/k̃
l, ã2(k) = a2(k)/k̃

2l ¹ îáìåæåíèìè çà ìîäóëåì ôóíêöi-

ÿìè ïàðàìåòðà k ∈ Zp, ïðè k ̸∈ S1.

Äëÿ ðiâíÿíü (2.6) òà (2.7) ìíîæèíè S òà S1 ¹ ïîðîæíiìè, ÿêùî âèáðàòè

Λ(k) = Λ1(k) = 1, îñêiëüêè Reλ1(k) = λ1(k) = |λ2(k)| = 1. Êîåôiöi¹íòè

Ôóð'¹ uk(t) ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i (2.20), (2.8) çàäîâîëüíÿþòü òàêi çàäà÷i Êîøi:

u′′k(t) + a1(k)u
′
k(t) + a2(k)uk(t) = 0, uk(0) = φ̂0(k), u′k(0) = φ̂1(k).

Îòðèìó¹ìî ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷

uk(t) =
(
exp(tλ1(k)k̃

l) exp(tλ2(k)k̃
l)
) 1 1

λ1(k)k̃
l λ2(k)k̃

l

−1φ̂0(k)

φ̂1(k)

 =

=

(
exp(tλ1(k)k̃

l)

λ2(k)− λ1(k)
exp(tλ2(k)k̃

l)

λ2(k)− λ1(k)

) λ2(k) −1

−λ1(k) 1

 φ̂0(k)

k̃−lφ̂1(k)

 . (2.21)
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Îñêiëüêè λ1,2(k) =
ã1(k)±D1/2(k)

2
, òî λ1(k) − λ2(k) = D1/2(k), äå D(k) ¹

äèñêðèìiíàíòîì ìíîãî÷ëåíà λ2 + ã1(k)λ + ã2(k), D(k) = ã21(k) − 4ã2(k). Iç

ôîðìóëè (2.21) âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

uk(t) =
λ1(k) exp(tλ2(k)k̃

l)− λ2(k) exp(tλ1(k)k̃l)
D1/2(k)

φ̂0(k)+

+
exp(tλ1(k)k̃

l)− exp(tλ2(k)k̃
l)

D1/2(k)
k̃−lφ̂1(k),

u′k(t) =
λ1(k)λ2(k)

(
exp(tλ2(k)k̃

l)− exp(tλ1(k)k̃
l)
)

D1/2(k)
k̃lφ̂0(k)+

+
λ1(k) exp(tλ1(k)k̃

l)− λ2(k) exp(tλ2(k)k̃l)
D1/2(k)

φ̂1(k),

íà îñíîâi ÿêèõ âñòàíîâëþ¹ìî (ïðè k /∈ S ∪ S1) îöiíêè∣∣ exp(−tΛk̃l)uk(t)∣∣2 ≤ 8D−1(k)
(
Λ2
1|φ̂0(k)|2 + |k̃−lφ̂1(k)|2

)
,∣∣ exp(−tΛk̃l)u′k(t)∣∣2 ≤ 8Λ2

1D
−1(k)

(
Λ2
1|k̃lφ̂0(k)|2 + |φ̂1(k)|2

)
.

(2.22)

Äëÿ îöiíêè çíèçó äèñêðèìiíàíòà D(k) âèêîðèñòà¹ìî ìåòðè÷íèé ïiäõiä,

âðàõîâóþ÷è çàëåæíiñòü D(k) âiä êîåôiöi¹íòiâ a1s i a2s äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ (2.20), ÿêi ¹ íåçàëåæíèìè çìiííèìè â êðóçi OR = {z ∈ C : |z| ≤ R}.

Ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó Zp íà p ÷àñòèí, à ñàìå Zp = K1∪· · ·∪Kp, ïîêëàäàþ÷è

K1 = {k ∈ Zp : |k1| = max(|k1|, . . . , |kp|)},

Kp = {k ∈ Zp : |kp| > max(|k1|, . . . , |kp−1|)},

Kj = {k ∈ Zp : |kj| = max(|k1|, . . . , |kp|), |kj| > max(|k1|, . . . , |kj−1|)},

äëÿ j = 2, 3, . . . , p−1, òîäi äëÿ âñiõ k = (k1, . . . , kp) ∈ Kj \{0} ñïðàâäæóþòüñÿ

íåðiâíîñòi |kj| < k̃ < (p+ 1)1/2|kj|.

ßêùî b1 = a2,2l,0,...,0, b2 = a2,0,2l,0,...,0, . . . , bp = a2,0,...,0,2l, òî ã2(k) =∑p
j=1 bj(kj/k̃)

2l + ǎ2(k), äå äîäàíîê ǎ2(k) íå çàëåæèòü âiä êîåôiöi¹íòiâ
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b1, . . . , bp. Ââàæà¹ìî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (2.20) íåçìiííèìè çà âèíÿòêîì êî-

åôiöi¹íòiâ b1, . . . , bp, òîäi âåêòîð b̄ = (b1, . . . , bp) ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè Op
R.

Çàôiêñó¹ìî 0 < ε < 1 òà r > p i ïîçíà÷èìîWε(k) ⊂ Op
R ìíîæèíó âåêòîðiâ

b̄, äëÿ ÿêèõ ïðè ôiêñîâàíîìó k ∈ Zp \ {0} âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|D(k)| ≤ C1(ε/k̃
r)1/2, C1 > 0. (2.23)

Íåõàé k ∈ Kj i k ̸= 0, òîäi ìíîæèíà Wε(k, b
′) ÷èñåë bj ∈ OR, äëÿ ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ (2.23) ïðè âñiõ iíøèõ ôiêñîâàíèõ (ïîçíà÷åíèõ b′) êîìïîíåíòàõ

âåêòîðà b, âèçíà÷à¹òüñÿ íåðiâíiñòþ∣∣∣bj + ( k̃
kj

)2l( p∑
α=1,α ̸=j

bj

(kj
k̃

)2l
+ ǎ2(k)−

ã21(k)

4

)∣∣∣ ≤ ( k̃
kj

)2lC1

4

( ε
k̃r

)1/2
;

ìíîæèíà Wε(k, b
′) ¹ ÷àñòèíîþ êðóãà ðàäióñà (k̃/kj)

2l(ε/k̃r)1/2C1/4, òîìó

mesWε(k, b
′) ≤ επ

C2
1

16

( k̃
kj

)4l
k̃−r ≤ επ

C2
1

16
(p + 1)2lk̃−r. Iíòåãðóþ÷è îñòàííþ íå-

ðiâíiñòü ïî Op−1
R îòðèìó¹ìî

mesWε(k) ≤ επp
C2

1

16
(p+ 1)2lR2(p−1)k̃−r. (2.24)

Òîäi íà ìíîæèíi Op
R \ Wε, äå Wε =

∪
k ̸=0

Wε(k), âèêîíó¹òüñÿ ïðîòèëåæíà äî

(2.23) îöiíêà, òîáòî

|D(k)| > C1(ε/k̃
r)1/2, k ∈ Zp \ {0}. (2.25)

Ìiðà ìíîæèíè Wε íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëî ε, îñêiëüêè iç íåðiâíîñòi (2.24) âèïëè-

âà¹ mesWε ≤
∑
k ̸=0

mesWε(k) ≤ επp
C2

1

16
(p + 1)2lR2(p−1)

∑
k ̸=0

k̃−r = ε, ÿêùî ñòàëà

C1 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü πp(p+ 1)2lR2(p−1) ∑
k ̸=0

k̃−r · C2
1 = 16.

Òâåðäæåííÿ 2.2 Íåõàé 0 < ε < 1, r > p, φ0 ∈ H2l+r/4(Ω
p
2π) i φ1 ∈

Hl+r/4(Ω
p
2π), òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà b̄ ∈ O

p
R \Wε iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i Êîøi (2.4), (2.2) ç ïðîñòîðó E2
−Λ,l(Dp).
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Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è îöiíêè (2.25) â íåðiâíîñòi (2.22) ìà¹ìî äëÿ

k /∈ S ∪ S1 ∪ {0} òàêi íåðiâíîñòi:

∣∣ exp(−tΛk̃l)uk(t)∣∣2 ≤ 8k̃r/2

C1

√
ε

(
Λ2
1|φ̂0(k)|2 + |k̃−lφ̂1(k)|2

)
,

∣∣ exp(−tΛk̃l)u′k(t)∣∣2 ≤ 8Λ2
1k̃

r/2

C1

√
ε

(
Λ2
1|k̃lφ̂0(k)|2 + |φ̂1(k)|2

)
.

Iç ðiâíÿííÿ (2.20) îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi äëÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨

|u′′k(t)|2 ≤ 2
(
4Λ2

1|k̃lu′k(t)|2 + Λ4
1|k̃2luk(t)|2

)
.

Òîìó ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè∣∣k̃2l exp(−tΛk̃l)uk(t)∣∣2 ≤ 8

C1

√
ε

(
Λ2
1|k̃2l+r/4φ̂0(k)|2 + |k̃l+r/4φ̂1(k)|2

)
,∣∣k̃l exp(−tΛk̃l)u′k(t)∣∣2 ≤ 8Λ2

1

C1

√
ε

(
Λ2
1|k̃2l+r/4φ̂0(k)|2 + |k̃l+r/4φ̂1(k)|2

)
,∣∣ exp(−tΛk̃l)u′′k(t)∣∣2 ≤ 80Λ4

1

C1

√
ε

(
Λ2
1|k̃2l+r/4φ̂0(k)|2 + |k̃l+r/4φ̂1(k)|2

)
,

iç ÿêèõ âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

max
j=0,1,2

∥(1−∆)l(2−j)/2Dj
tu(t, ·);E−tΛ,l(Ω

p
2π)∥2 ≤ C2(b)+

+
C3√
ε

1∑
j=0

Λ
2(j−1)
1 ∥φj;H(2−j)l+r/4(Ω

p
2π)∥2,

äå C2(b) > 0�äåÿêà ñòàëà, C3 = 8max(1,Λ2
1, 10Λ

4
1), òîáòî u ∈ E2

−Λ,l(Dp) ïðè

φ0 ∈ H2l+r/4(Ω
p
2π) òà φ1 ∈ Hl+r/4(Ω

p
2π).

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

2.1.4. Ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Ðîçãëÿíå-

ìî íàñàìïåðåä çàäà÷ó Êîøi äëÿ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

Dn
t u− (1−∆)ln/2u = 0, (2.26)

(Dt − (1−∆)l/2)nu = 0, (2.27)
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ïðè n ≥ 3 ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u|t=0 = φ0, Dtu|t=0 = φ1, . . . , Dn−1
t u|t=0 = φn−1. (2.28)

Òîäi êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ uk(t) ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.26), (2.28) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çà-

äà÷ Êîøi

u
(n)
k (t)− k̃nluk(t) = 0, uk(t) = φ̂0(k), u

′
k(t) = φ̂1(k), . . . , u

(n−1)
k (t) = φ̂n−1(k),

i ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè äî n-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ñïðàâäæóþòü ðiâíîñòi

k̃(n−j)lu
(j)
k (t) = k̃nl

(
ηj1 exp(η1tk̃

l)C0k+

+ ηj2 exp(η2tk̃
l)C1,k + · · ·+ ηjn exp(ηntk̃

l)Cn−1,k

)
, (2.29)

äå ηj = ηj−1, η = ei2π/n, j = 1, . . . , n, ïðè÷îìó η̄ = η−1, à ñòàëi

C0k, C1k, . . . , Cn−1,k âèçíà÷àþòüñÿ iç âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ

ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè
C0k

C1k

· · ·

Cn−1,k

 =
(
W (η1k̃

l) . . . W (ηnk̃
l)
)−1


φ̂0(k)

φ̂1(k)

· · ·

φ̂n−1(k)

 =

=
(
W (η1) . . . W (ηn)

)−1


φ̂0(k)

k̃−lφ̂1(k)

· · ·

k̃−(n−1)lφ̂n−1(k)

 . (2.30)

Âåêòîð W (y) ó ôîðìóëi (2.30) ìà¹ âèãëÿä

W (y) = col(1, y, y2, . . . , yn−1), (2.31)

à ìàòðèöÿ
(
W (η1),W (η2), . . . ,W (ηn)

)
/
√
n =

(
W (1),W (η), . . . ,W (ηn−1)

)
/
√
n

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Âîíà ¹ êîìïëåêñíîþ
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ñèìåòðè÷íîþ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ [17, ñ. 123], ïðè÷îìó

(
W (η1) . . . W (ηn)

)−1
=

1

n


1 η−11 . . . η

−(n−1)
1

. . . . . . . . .

1 η−1n . . . η
−(n−1)
n

 .

Iç ðiâíîñòåé (2.29) ìà¹ìî

k̃(n−j)lu
(j)
k (t) =

1

n

n−1∑
σ=0

n∑
α=1

ηj−σα exp(ηαtk̃
l)k̃(n−σ)lφ̂σ(k);

çâiäñè îòðèìó¹ìî îöiíêè

∣∣ exp(−tk̃l)k̃(n−j)lu(j)k (t)
∣∣2 ≤ n

n−1∑
σ=0

∣∣k̃(n−σ)lφ̂σ(k)
∣∣2, j = 0, 1, . . . , n− 1,

òà îöiíêó

max
j=0,1,...,n

∥(1−∆)l(n−j)/2Dj
tu(t, ·);E−t,l(Ω

p
2π)∥2 ≤ n

n−1∑
j=0

∥φj;H(n−j)l(Ω
p
2π)∥2;

òîáòî u ∈ En
−1,l(Dp) ïðè φj ∈ H(n−j)l(Ω

p
2π) i

∥u;En
−1,l(Dp)∥2 ≤ n(n+ 1)

n−1∑
j=0

∥φj;H(n−j)l(Ω
p
2π)∥2.

Êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ uk(t) ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.27), (2.28) âèçíà÷àþòüñÿ òà-

êèìè çàäà÷àìè Êîøi äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:( d
dt
− k̃l

)n
uk(t) = 0, uk(t) = φ̂0(k), u

′
k(t) = φ̂1(k), . . . , u

(n−1)
k (t) = φ̂n−1(k).
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Ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷ òà ¨õ ïîõiäíi âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè
uk(t)

u′k(t)

. . .

u
(n−1)
k (t)

= exp
(
tk̃l
)(

W
(
k̃l
)
W ′(k̃l) . . .

W (n−1)(k̃l)
(n− 1)!

)


W̃ (t)

W̃ ′(t)

. . .

W̃ (n−1)(t)

×

×
(
W
(
k̃l
)
W ′(k̃l) . . .

W (n−1)(k̃l)
(n− 1)!

)−1


φ̂0(k)

φ̂1(k)

. . .

φ̂n−1(k)

 ,

äå W̃ (t) =
(
1, t, t2/2!, . . . , tn−1/(n − 1)!

)
, W

(
k̃l
)
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(2.31). Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðè÷íi ðiâíîñòi

Z
(
k̃l
)


W̃ (t)

W̃ ′(t)

. . .

W̃ (n−1)(t)

Z−1
(
k̃l
)
=


W̃
(
tk̃l
)

W̃ ′(tk̃l)
. . .

W̃ (n−1)(tk̃l)

 ,

Z
(
k̃l
)(

W
(
k̃l
)
W ′(k̃l) . . .

W (n−1)(k̃l)
(n− 1)!

)
Z−1

(
k̃l
)
=

=

(
W (1) W ′(1) . . .

W (n−1)(1)

(n− 1)!

)
,

(
W (1) W ′(1) . . .

W (n−1)(1)

(n− 1)!

)−1
=

(
W (−1) W ′(−1) . . .

W (n−1)(−1)
(n− 1)!

)
,

äå îñòàííÿ ôîðìóëà ¹ îäíi¹þ iç âëàñòèâîñòåé òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ, Z(y) =

(yn, . . . , y2, y), çàïèøåìî ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêó uk(t) ó âèãëÿäi
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k̃nluk(t)

k̃(n−1)lu′k(t)

. . .

k̃lu
(n−1)
k (t)

 = exp
(
tk̃l
)(
W (1) W ′(1) . . .

W (n−1)(1)

(n− 1)!

)


W̃
(
tk̃l
)

W̃ ′(tk̃l)
. . .

W̃ (n−1)(tk̃l)

×

×
(
W (−1) W ′(−1) . . .

W (n−1)(−1)
(n− 1)!

)


k̃nlφ̂0(k)

k̃(n−1)lφ̂1(k)

. . .

k̃lφ̂n−1(k)

 . (2.32)

Ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ôîðìóëè çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè

(
tk̃l
)n−1

(n− 1)!

n−1∑
α=0

(−1)αCα
n−1k̃

(n−α)lφ̂α(k)


1

1

. . .

1

+
n−2∑
β=0

(
tk̃l
)β

β!
Ωβ


k̃nlφ̂0(k)

k̃(n−1)lφ̂1(k)

. . .

k̃lφ̂n−1(k)

 ,

äå Ω0,Ω1, . . . ,Ωn−2� ñòàëi ìàòðèöi, Cα
n � áiíîìíi êîåôiöi¹íòè, òîìó ç ðiâíîñòi

u
(n)
k (t) = C1

nk̃
lu

(n−1)
k (t)− C2

nk̃
2lu

(n−2)
k (t) + · · ·+ (−1)nk̃nluk(t)

òà ðiâíîñòåé (2.32) äëÿ j = 0, 1, . . . , n âèïëèâàþòü îöiíêè

exp
(
− 2tk̃l

)∣∣k̃(n−j)lu(j)k (t)
∣∣2 ≤ C4

n−1∑
α=0

∣∣k̃(2n−α−1)lφ̂α(k)
∣∣2, C4 > 0, (2.33)

òà (äëÿ äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åíü hk̃l, äå h�ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî)

exp
(
− 2hk̃l

)∣∣k̃(n−j)lu(j)k (h)
∣∣2 ≥ C5

∣∣k̃(2n−α−1)lφ̂α(k)
∣∣2, C5 > 0, (2.34)

ïðè φ̂β(k) = 0 äëÿ âñiõ β ̸= α. Iç íåðiâíîñòåé (2.33), (2.34) âñòàíîâëþ¹-

ìî óìîâè íàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.27), (2.28) äî ïðîñòîðó En
−Λ,l(Dp):

φα ∈ H(2n−α−1)l(Ω
p
2π), α = 0, 1, . . . , n − 1, à òàêîæ íåðiâíîñòi äëÿ íîðì

∥u;En
−Λ,l(Dp)∥2 ≤ C6

n−1∑
j=0

∥φj;H(2n−j−1)l(Ω
p
2π)∥2, C6 > 0.
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Îöiíêè (2.33) ñïðàâåäëèâi òàêîæ äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ äîâiëü-

íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó n, ÿêå ðîçâ'ÿçàíå ùîäî ñòàðøî¨ ïî-

õiäíî¨ çà t [24, ñ. 77]. Òîìó çàäà÷à (2.27), (2.28) ìà¹ íàéãiðøi âëàñòèâîñòi

ùîäî ãëàäêîñòi ôóíêöié φ0, φ1, . . . , φn−1, à çàäà÷à (2.26), (2.28) � íàéêðàùi

âëàñòèâîñòi, îñêiëüêè, ÿêùî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê u ∈ En
−Λ,l(Dp), òî u(0, ·) ∈ Hnl(Ω

p
2π),

Dtu(0, ·) ∈ H(n−1)l(Ω
p
2π), . . . , D

n−1
t u(0, ·) ∈ Hl(Ω

p
2π).

Çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó âñòàíîâèìî íà ôóíêöi¨ φ0, φ1, . . . , φn−1

óìîâè ãëàäêîñòi, äëÿ ÿêèõ çàäà÷à Êîøi ç óìîâàìè (2.28) äëÿ
”
ìàéæå âñiõ“

ðiâíÿíü âèãëÿäó

Dn
t u+

n∑
j=1

aj(D)Dn−j
t u = 0 (2.35)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê iç ïðîñòîðó u ∈ En
−Λ,l(Dp), äå aj(D) =

∑
|s|≤jl

ajsD
s, ajs ∈ C,

|ajs| ≤ R, ÷èñëî Λ, ÿê i ðàíiøå, òàêå, ùî Λ ≥ Reλj(k) ïðè k ∈ Zp \ S,

S ⊂ Zp� ñêií÷åííà ìíîæèíà, ÷èñëà λ1(k), . . . , λn(k), k ∈ Zp, âïîðÿäêîâàíi

íåðiâíîñòÿìè Reλ1(k) ≥ · · · ≥ Reλn(k), ¹ êîðåíÿìè àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

fk(λ) ≡ λn+ã1(k)λ
n−1+· · ·+ãn(k) = 0, â ÿêîìó ãj(k) = aj(k)/k̃

jl, j = 1, . . . , n.

ßêùî uk(t), k ∈ Zp, ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

u
(n)
k (t) +

n∑
j=1

aj(k)u
(n−j)
k (t) = 0,

uk(0) = φ̂0(k), u
′
k(0) = φ̂1(k), . . . , u

(n−1)
k (0) = φ̂n−1(k), (2.36)

òî u =
∑
k∈Zp

uk(t)e
i(k,x)�ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.35), (2.28).

Íåõàé λj(k) ̸= λα(k) ïðè j ̸= α, òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.36) ¹ òàêèì:

uk(t) =
(
exp

(
λ1(k)tk̃

l
)
. . . exp

(
λn(k)tk̃

l
))
×

×
(
W
(
λ1(k)k̃

l
)
. . . W

(
λn(k)k̃

l
))−1


φ̂0(k)

φ̂1(k)

. . .

φ̂n−1(k)

 .
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Çâiäñè îòðèìó¹ìî òàêi ðiâíîñòi:

k̃(n−j)lu
(j)
k (t) =

(
λj1(k) exp

(
λ1(k)tk̃

l
)
. . . λjn(k) exp

(
λn(k)tk̃

l
))
×

×
(
W (λ1(k)) . . . W (λn(k))

)−1


k̃nlφ̂0(k)

k̃(n−1)lφ̂1(k)

. . .

k̃lφ̂n−1(k)

 , j = 0, 1, . . . , n. (2.37)

Îñêiëüêè äëÿ âèçíà÷íèêà Âàíäåðìîíäà
(
W (λ1(k)) . . . W (λn(k))

)
ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ôîðìóëà [55](
W (λ1(k)) . . . W (λn(k))

)−1
=
(
diag

(
f ′k(λ1(k)), . . . , f

′
k(λn(k))

))−1
×

×


W T (λ1(k))

. . .

W T (λn(k))



ãn−1(k) ãn−2(k) . . . ã1(k) 1

. . . . . . . . . . . . . . . .

ã1(k) 1

1

 ,

äå f ′k(λj(k)) =
n∏

α=1,α ̸=j

(
λj(k)− λα(k)

)
, òî iç ôîðìóë (2.37) âèïëèâà¹

k̃(n−j)lu
(j)
k (t) =

(
λj1(k) exp

(
λ1(k)tk̃

l
)

f ′k(λ1(k))
. . .

λjn(k) exp
(
λn(k)tk̃

l
)

f ′k(λn(k))

)
×

×


W T (λ1(k))

. . .

W T (λn(k))



ãn−1(k) ãn−2(k) . . . ã1(k) 1

. . . . . . . . . . . . . . . .

ã1(k) 1

1




k̃nlφ̂0(k)

k̃(n−1)lφ̂1(k)

. . .

k̃lφ̂n−1(k)

 (2.38)

äëÿ j = 0, 1, . . . , n. Íåõàé D(k) =
∏

1≤α<β≤n

(
λα(k) − λβ(k)

)2
ïîçíà÷à¹ äèñêðè-

ìiíàíò [111, ñ. 34] ìíîãî÷ëåíà fk(λ), òîäi(
f ′k(λj(k))

)−2
=

∏
1≤α<β≤n,α ̸=j

(
λα(k)− λβ(k)

)2
/D(k).
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Iç îáìåæåíîñòi (ñòîñîâíî k ∈ Zp) ÷èñåë λ1(k), . . . , λn(k), ã1(k), . . . , ãn−1(k) íà

îñíîâi ðiâíîñòåé (2.38) îòðèìà¹ìî îöiíêè

exp
(
− 2Λtk̃l

)∣∣k̃(n−j)lu(j)k (t)
∣∣2 ≤ C7

|D(k)|

n−1∑
α=0

∣∣k̃(n−α)lφ̃α(k)
∣∣2, k ∈ Zp \ S,

(2.39)

äå C7 > 0�äåÿêà ñòàëà.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ðiâíÿíü (2.26) òà (2.27) äèñêðèìiíàíò D(k) íå çàëå-

æèòü âiä k ∈ Zp, ïðè÷îìó |D(k)| =
∏

1≤α<β≤n
|ηα−ηβ|2 = nn ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ

(2.26) i D(k) = 0 ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (2.27).

Ïîçíà÷èìî b̄ = (b1, . . . , bp) ∈ Op
R âåêòîð, ñêëàäåíèé iç êîåôiöi¹íòiâ bj ïðè

ïîõiäíèõ Dnl
j , j = 1, . . . , p, ó äèôåðåíöiàëüíîìó âèðàçi an(D), òîáòî an(D) =

b1D
nl
1 + · · ·+ bpD

nl
p + · · · , äå òðè êðàïêè îçíà÷àþòü äîäàíêè, ùî íå çàëåæàòü

âiä b1, . . . , bp. Òàêèì ÷èíîì, âiëüíèé ÷ëåí ãn(k) ìíîãî÷ëåíà fk(λ) ìà¹ âèãëÿä

ãn(k) = b1(k1/k̃)
nl + · · ·+ bp(kp/k̃)

nl + ǎn(k), äå ìíîãî÷ëåí ǎn(k) íå çàëåæèòü

âiä çìiííèõ b1, . . . , bp.

Ëåìà 2.1 Íåõàé r > p i âñi êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (2.35), çà âèíÿòêîì êî-

åôiöi¹íòiâ b1, . . . , bp, ôiêñîâàíi. Òîäi äëÿ ìàéæå âñiõ çà ìiðîþ Ëåáåãà â Cp

âåêòîðiâ b̄ ∈ Op
R \Wε, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|D(k)| ≥ const · k̃(1−n)r/2, k ∈ Zp \ {0}, (2.40)

äå ñòàëà çàëåæèòü âiä âåêòîðà b̄ i íå çàëåæèòü âiä âåêòîðà k. Äëÿ äîâiëü-

íîãî 0 < ε < 1 iñíó¹ ìíîæèíà Wε ⊂ Op
R òàêà, ùî mesWε ≤ ε i äëÿ âñiõ

âåêòîðiâ b̄ ∈ Op \Wε ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|D(k)| ≥ ε(n−1)/2C8k̃
(1−n)r/2, k ∈ Zp \ {0}, (2.41)

äå C8 = nn
(
πp(p+ 1)nl

∑
k ̸=0 k̃

−r)(1−n)/2.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé Wε(k), k ∈ Zp \ {0}, � ìíîæèíà âåêòîðiâ b̄ ∈ Op

R, äëÿ

ÿêèõ ïðè ôiêñîâàíîìó k âèêîíó¹òüñÿ ïðîòèëåæíà äî (2.41) îöiíêà

|D(k)| ≥ ε(n−1)/2C8k̃
(1−n)r/2. (2.42)
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Iç ôîðìóëè äëÿ äèñêðèìiíàíòà D(k), ÿêà ïîâ'ÿçó¹ êîðåíi i êîåôiöi¹íòè ìíî-

ãî÷ëåíà fk(λ), à ñàìå

D(k) = det col
((
ãj−i(k)

)
i=1,...,n−1
j=1,...,2n−1

,
(
(n− j + i)ãj−i(k)

)
i=1,...,n
j=1,...,2n−1,

)
,

äå ãj(k) = 0 ïðè j < 0 òà ïðè j > n, âèäiëèìî äîäàíîê iç ìàêñèìàëüíèì

ñòåïåíåì êîåôiöi¹íòà ãn(k), à ñàìå D(k) = nnãn−1
n (k) + · · · .

Íåõàé k ∈ Kj, äå 1 ≤ j ≤ p, òîäi |D(k)| = nn
(
|kj|/k̃

)(n−1)nl|bn−1j +Qk(bj)|,

äå Qk(bj) ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ íå âèùå n − 2 çìiííî¨ bj iç êîåôiöi¹íòàìè,

ùî çàëåæàòü âiä âåêòîðà k òà âiä çìiííèõ b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bp. Çà ëåìîþ

À. Êàðòàíà [6, ñ. 267] ìiðà ìíîæèíè W ′
ε(k) òèõ b̄ ∈ OR, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü (2.42) ïðè ôiêñîâàíîìó âåêòîði (b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bp) ∈ Op−1
R ,

ñïðàâäæó¹ îöiíêó

mesW ′
ε(k) ≤ επC

2/(n−1)
8 k̃−rn2n/(1−n)(k̃/|kj|)2nl ≤ επC

2/(n−1)
8 n2n/(1−n)(p+1)nlk̃−r.

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà çìiííèìè b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bp ïî îáëàñòiOp−1
R ìà¹ìî

mesWε(k) ≤ επpC
2/(n−1)
8 n2n/(1−n)(p+ 1)nlk̃−r.

ßêùî Wε =
∪

k∈Zp\{0}Wε(k), òî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà b̄ ∈ Wε õî÷à á äëÿ

îäíîãî âåêòîðà k ∈ Zp \ {0} âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.42); äëÿ âñiõ âå-

êòîðiâ b̄ ∈ Op
R \ Wε, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.41). Îñêiëüêè mesWε ≤∑

k∈Zp\{0}mesWε(k), òî, âðàõîâóþ÷è âèáið ñòàëî¨ C8, ìà¹ìî mesWε ≤ ε. Òîá-

òî ðÿä
∑

k∈Zp\{0}Wε(k)� çáiæíèé i çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi ìiðà ìíîæèíè

âåêòîðiâ b̄, äëÿ ÿêèõ áåçëi÷ ðàçiâ âèêîíà¹òüñÿ íåðiâíiñòü |D(k)| < k̃(1−n)r/2

ìà¹ íóëüîâó ìiðó. Ëåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.1 Ó âèïàäêó äiéñíèõ êîåôiöi¹íòiâ b1, . . . , bp ó ëåìi 2.1 òà â

iíøèõ ïîäiáíèõ òâåðäæåííÿõ çàìiñòü ëåìè Êàðòàíà òðåáà âèêîðèñòîâó-

âàòè òåîðåìó A.1 (ñ. 151) ç äîäàòêó äèñåðòàöi¨.

Òåîðåìà 2.1 Íåõàé r > p i φα ∈ H(n−α)l+(n−1)r/4(Ω
p
2π), äå α = 0, 1, . . . , n− 1,

òîäi äëÿ ìàéæå âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ Op
R iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u = u(t, x)
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çàäà÷i (2.35), (2.28) iç ïðîñòîðó En
−Λ,l(Dp). Äëÿ äîâiëüíîãî 0 < ε < 1 i äî-

âiëüíîãî âåêòîðà b̄ ∈ Op
R \Wε, äå Wε�ìíîæèíà ç ëåìè 2.1, ñïðàâäæó¹òüñÿ

îöiíêà

∥u;En
−Λ,l(Dp)∥2 ≤

(
C9ε

−(n−1)/2 + C10

) n−1∑
α=0

∥φα;H(n−α)l+(n−1)r/4(Ω
p
2π)∥2,

ïðè÷îìó ñòàëà C9 = C9(n,m, p, r, R) íå çàëåæèòü âiä b̄, C10 = C10(n,R, b).

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâèâøè íåðiâíiñòü (2.41) â îöiíêó (2.39), îòðèìó¹ìî

exp(−2Λtk̃l)|k̃(n−j)lu(j)k (t)|2 ≤ C7C
−1
8 ε−(n−1)/2

n−1∑
α=0

∣∣k̃(n−α)l+(n−1)r/4φ̂α(k)
∣∣2,

äå k ∈ Zp \ S. Ïiäñóìîâóþ÷è ïî âåêòîðàõ k ∈ Zp ç óðàõóâàííÿì ñêií÷åííîñòi

ìíîæèíè S îòðèìó¹ìî øóêàíó íåðiâíiñòü. ßêùî â íåðiâíiñòü (2.39) ïiäñòàâè-

ìî (2.40), òî îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè.

Íåõàé ρ = r/4, ÿêùî p/l < 4 i b̄ ∈ Op
R \Wε, iíàêøå ρ = l, òîäi íàëåæíiñòü

ôóíêöié φα äî ïðîñòîðiâ H(n−α)l+(n−1)ρ(Ω
p
2π), äå α = 0, 1, . . . , n − 1, ¹ äîñòà-

òíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.35), (2.28) ó ïðîñòîði En
−Λ,l(Dp).

Îòæå, öÿ óìîâà çàëåæèòü ÿê âiä ïîðÿäêó n äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.35),

âiä éîãî çâåäåíîãî ïîðÿäêó l, òàê i âiä êiëüêîñòi ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ p.

2.2. Çàäà÷à Êîøi äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

Ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ çàäà÷i Êîøi äëÿ áåçòèïíî¨ ñèñòåìè äâîõ

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ó øêàëàõ ïðî-

ñòîðiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè ôóíêöié. Îòðèìàíî óìîâè

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäàíî¨ ãëàäêîñòi òà âñòàíîâëåíî çàëåæíiñòü ãëàäêîñòi

ïðàâèõ ÷àñòèí çàäà÷i âiä êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè. Âèêîðèñòàíî ìåòðè÷íèé ïiä-

õiä äëÿ îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi õàðàêòåðíi äëÿ çàäà÷i Êîøi.

Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiçíèõ òèïiâ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-

íèìè ïîõiäíèìè áóëà i ¹ ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ó ðiçíèõ àñïåêòàõ áàãàòüîõ

â÷åíèõ.
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Çîêðåìà ó âèïàäêó ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè äëÿ çàäà÷i Êîøi

âñòàíîâëåíî [24] êëàñè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó. Öi êëàñè ¹ òî÷íè-

ìè i íå çàëåæàòü âiä êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿíü. ßêùî æ âðàõîâóâàòè òàêó çà-

ëåæíiñòü, òî ìîæíà óòî÷íèòè òà äîïîâíèòè çãàäàíi ðåçóëüòàòè. Äëÿ îäíîãî

(àíiçîòðîïíîãî çà ïîðÿäêàìè äèôåðåíöiþâàííÿ) äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

öå çðîáëåíî ó ðîáîòi [74] çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó (äèâ. ïîïåðåäíié

ïiäïóíêò). Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðåçóëüòàòè ðîáîòè [74] ïåðåíåñåíî íà âèïàäîê

çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè äâîõ àíiçîòðîïíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äîñëiäæåíî ïðîáëåìó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âè-

çíà÷àþòü ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ãëàäêiñòþ ðîçâ'ÿçêó i ãëàäêiñòþ äàíèõ çàäà÷i.

2.2.1. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. Â öüîìó ïiäðîçäiëi âèêîðèñòîâó¹ìî ïðî-

ñòîðè Eh,l(Ω
p
2π), Hq(Ω

p
2π) i îïåðàòîð F (D), ÿêi ââåäåíi â ïiäðîçäiëi 2.1. Îïå-

ðàòîð D̃ =
√
1−∆, äi¹ íåïåðåðâíî iç ïðîñòîðó Hq(Ω

p
2π) ó ïðîñòið Hq−1(Ω

p
2π)

çà ôîðìóëîþ
√
1−∆v(x) =

∑
k

k̃v̂ke
i(k,x).

Ôóíêöi¨ u ∈ En
Λ,l(Dp) ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi: Dj

tu(0, ·) ∈ H(n−j)l(Ω
p
2π),

Dj
tu(t, ·) ∈ EΛt̃,l(Ω

p
2π), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè 0 < t̃ < t ≤ T òà

j = 0, 1, . . . , n. Äàëi ââàæà¹ìî, ùî êâàäðàò íîðìè ó äåêàðòîâîìó äîáóòêó

ïðîñòîðiâ äîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ íîðì ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ çàäàíîãî

äåêàðòîâîãî äîáóòêó.

2.2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ áåçòèïíî¨

ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè
n∑

j=0

aj(D)Dn−j
t u = 0, (2.43)

äå

aj(D)=
∑
|s|≤jl

ajsD
s=

a11j (D) a12j (D)

a21j (D) a22j (D)

, (2.44)
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ajs=

a11js a12js

a21js a22js

, aj1j2j (D)=
∑
|s|≤jl

aj1j2js Ds, (2.45)

a0(D) = a00 = a0 =
(

a110 a120

a210 a220

)
, det a0 ̸= 0, ÷èñëà aj1j2js íàëåæàòü ìíîæèíi

OR = {z ∈ C : |z| ≤ R}�êðóãó ðàäióñà R êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, íàòóðàëü-

íå ÷èñëî l ¹ ïîêàçíèêîì àíiçîòðîïíîñòi ñèñòåìè (2.43) ñòîñîâíî ïîðÿäêiâ çà

ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè x1, . . . , xp òà ÷àñîâîþ çìiííîþ t.

Ïî÷àòêîâi óìîâè çàäàíî ïðè t = 0, à ñàìå

Dj
tu
∣∣
t=0

= φj, j = 0, 1, . . . , n− 1, (2.46)

äå φ0, φ1, . . . , φn−1� çàäàíi ôóíêöi¨.

Ðîçâ'ÿçîê u = col (u1, u2) çàäà÷i (2.43), (2.46) øóêà¹ìî ó äåêàðòîâîìó äîáó-

òêó ïðîñòîðiâ En
−Λ,l(Dp)×En

−Λ,l(Dp), ùî ¹ êëàñîì ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i, ïðè÷îìó

∥u;En
−Λ,l(Dp)× En

−Λ,l(Dp)∥2 = ∥u1;En
−Λ,l(Dp)∥2 + ∥u2;En

−Λ,l(Dp)∥2.

×èñëî Λ çàëåæèòü âiä êîåôiöi¹íòiâ aj1j2js ñèñòåìè (2.43) i âèáèðà¹òüñÿ òàêèì

ñïîñîáîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ãj(k) îáìåæåíó ìàòðè÷íó ïîñëiäîâíiñòü

k̃−jlaj(k) ≡
∑
|s|≤jl

ajs

(k
k̃

)s
· k̃|s|−jl.

Î÷åâèäíî, ùî ãj1j2j (k) = k̃−jlaj1j2j (k) òà sup
k∈Zp

|ãj1j2j (k)| ≤
∑
|s|≤jl

|aj1j2js | ≤ Cp
jl+pR,

sup
k∈Zp

∥ãj(k)∥ ≤ 2Cp
jl+pR, äå ∥ · ∥ ïîçíà÷à¹ åâêëiäîâó íîðìó ìàòðèöi, Cβ

α � ái-

íîìíi êîåôiöi¹íòè.

Íåõàé λj(k)�êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

f(λ, k) = det
( n∑

j=0

ãj(k)λ
n−j
)
= 0. (2.47)

Âïîðÿäêóâàâøè äëÿ êîæíîãî k ∈ Zp âñi 2n êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f çà ñïàäàí-

íÿì äiéñíî¨ ÷àñòèíè Reλ1(k) ≥ · · · ≥ Reλ2n(k), ïîêëàäåìî

Λ > lim sup
k∈Zp

Reλ1(k). (2.48)
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Îñêiëüêè f(λ, k)� âèçíà÷íèê äðóãîãî ïîðÿäêó, òî

f(λ, k) =
( n∑

j=0

ã11j (k)λn−j
)( n∑

j=0

ã22j (k)λn−j
)
−

−
( n∑

j=0

ã12j (k)λn−j
)( n∑

j=0

ã21j (k)λn−j
)
, (2.49)

à ñàìå

f(λ, k) =
2n∑
j=0

fj(k)λ
2n−j = f0(k)λ

2n + f1(k)λ
2n−1 + · · ·+ f2n(k), (2.50)

äå fj(k) =
j∑

α=0

(
ã11j−α(k)ã

22
α (k)− ã12j−α(k)ã21α (k)

)
ïðè 0 ≤ j ≤ n i ïðè n ≤ j ≤ 2n

fj(k) =

2n−j∑
α=0

(
ã11n−α(k)ã

22
j−n+α(k) − ã12n−α(k)ã21j−n+α(k)

)
, çîêðåìà f0(k) = det a0,

f2n(k) = det ãn(k). Ç îöiíêè Êîøi [135, ñ. 381] äëÿ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà

|λj(k)| ≤
(
1 + max

(
|f1(k)|, . . . , |f2n(k)|

))
/| det a0| âèïëèâà¹, ùî âîíè ¹ ðiâíî-

ìiðíî îáìåæåíèìè çà çìiííîþ k ðàçîì iç êîåôiöi¹íòàìè ìíîãî÷ëåíà f(λ, k),

òîìó ãðàíèöÿ Λ iñíó¹ i |Λ| îáìåæåíå òèì ñàìèì ÷èñëîì, ùî é |λj(k)|.

2.2.3. Ïîáóäîâà òà ïîïåðåäí¹ îöiíþâàííÿ ðîçâ'ÿçêó. Ââåäåìî

íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨ v1, . . . , v2n çà ôîðìóëîþ

v2j−1
v2j

 = D̃(n+1−j)lDj−1
t u,

à ôóíêöi¨ φ1, . . . , φ2n çà ôîðìóëîþ

φ2j−1

φ2j

 = D̃(n+1−j)lφj−1, òîäi

Dt

v2j−1
v2j

 = D̃l

v2j+1

v2j+2

 , Dt

v2n−1
v2n

 = −D̃la−10

(
ãn(D), . . . , ã1(D)

)
v,

äå v = col (v1, . . . , v2n), j = 1, . . . , n− 1.

Íåõàé Aj·(k)� j-òèé ðÿäîê êâàäðàòíî¨ 2n-ìàòðèöi A(k), ïðè÷îìó ðÿäêè

A1·(k), . . . , A2n−2·(k) ¹ ðÿäêàìè îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi E2n ç íîìåðàìè 3, . . . , 2n,A2n−1·(k)

A2n·(k)

 = −a−10

(
ãn(k), . . . , ã1(k)

)
,
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à φ = col (φ1, . . . , φ2n), òîäi çàäà÷ó (2.43), (2.46) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

Dtv = D̃lA(D)v, (2.51)

v
∣∣
t=0

= φ. (2.52)

ßêùî v(t, x) =
∑
k∈Zp

vk(t)e
i(k,x), òî âåêòîð-ôóíêöi¨ vk(t) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷

v′k = k̃lA(k)vk, vk(0) = φk, äå φ(x) =
∑
k∈Zp

φke
i(k,x). Öi ðîçâ'ÿçêè ïîäàþòüñÿ â

ÿâíîìó âèãëÿäi

vk(t) = ek̃
lA(k)tφk. (2.53)

Äëÿ îöiíþâàííÿ íîðìè vk(t) ó âèïàäêó ïðîñòèõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f(λ, k)

çàïèøåìî ôîðìóëó [113]

vk(t) =
(
φk, A(k)φk, . . . ,

(
A(k)

)2n−1
φk

)
W−T

k ·


exp

(
k̃lλ1(k)t

)
. . . . . . . .

exp
(
k̃lλ2n(k)t

)
 , (2.54)

äå Wk =
(
λi−1j (k)

)2n
i,j=1

�ìàòðèöÿ Âàíäåðìîíäà, W−T
k � îáåðíåíà äî òðàíñïî-

íîâàíî¨ ìàòðèöi Âàíäåðìîíäà WT
k .

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàòðèöi W−T
k âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó [55]

W−T
k =

(
f2n+1−i−j(k)

)2n
i,j=1
·Wk

(
diag

(
f ′
(
λj(k), k

))2n
j=1

)−1
, (2.55)

äå fj(k) = 0 ïðè j < 0, f ′ = ∂f/∂λ.

Ïåðåòâîðèìî
(
f ′
(
λj(k), k

))−2
äî äðîáiâ [111]

(det a0)
2n−1

Res(f, f ′)

∏
1≤α<β≤2n
α ̸=j, β ̸=j

(
λα(k)− λβ(k)

)2
,

äå Res(f, g)�ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíiâ f òà g.

Îñêiëüêè
∥∥A(k)∥∥ ≤ const

det a0
,
∣∣ek̃lλj(k)t

∣∣ ≤ const · ek̃lΛt, òî

∥∥e−k̃lΛtvk(t)∥∥2 ≤ const · ∥φk∥2

| detS(f)|
, (2.56)
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ïðè÷îìó detS(f) = Res (f, f ′), äå S(f)�ìàòðèöÿ Ñèëüâåñòðà ìíîãî÷ëåíà

f = f(λ, k), ÿêà ¹ áëî÷íîþ ìàòðèöåþ i ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ òåïëiöåâèõ ìàòðèöü

ç 2n− 1 i 2n ðÿäêàìè âiäïîâiäíî,

S(f)=


(
fj−i(k)

)
i=1,...,2n−1
j=1,...,4n−1(

(2n−j+i)fj−i(k)
)
i=1,...,2n
j=1,...,4n−1

. (2.57)

×èñëî
detS(f)

det a0
¹ äèñêðèìiíàíòîì ìíîãî÷ëåíà f i ïðèéìà¹ ìàëi çíà÷åííÿ ó

âèïàäêó íàÿâíîñòi áëèçüêèõ êîðåíiâ öüîãî ìíîãî÷ëåíà, òîìó íåðiâíiñòü (2.56)

ïîòðåáó¹ óòî÷íåííÿ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó ìàòðè÷íî¨ åêñïîíåíòè [24] îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

äëÿ íîðìè âåêòîðà e−k̃
lΛtvk(t) = ek̃

l(A(k)−Λ)tφk:∥∥e−k̃lΛtvk(t)∥∥2 ≤ const · k̃(4n−2)l · ∥φk∥2, (2.58)

Â îñòàííié îöiíöi ïîêàçíèê ñòåïåíÿ (4n − 2)l íå ìîæíà çìåíøèòè (çîêðåìà,

ó âèïàäêó îäíîãî 2n-êðàòíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ìàòðèöü A(k) òàêî¨ æ ãåî-

ìåòðè÷íî¨ êðàòíîñòi). Äëÿ îòðèìàííÿ êðàùî¨ îöiíêè, íiæ (2.58), âñòàíîâèìî

äåÿêi ñïåöiàëüíi âëàñòèâîñòi ìàòðèöü Ñèëüâåñòðà.

2.2.4. Âëàñòèâîñòi ìàòðèöü Ñèëüâåñòðà. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ Ñèëü-

âåñòðà ìíîãî÷ëåíà f = f(λ, k)�ôîðìà ñòåïåíÿ 4n − 1 éîãî êîåôiöi¹íòiâ

f0(k), f1(k), . . . , f2n(k), òî âàæëèâèì äëÿ ïîäàëüøèõ îöiíîê ¹ âèãëÿä ¨¨ äî-

äàíêiâ, ùî ìiñòÿòü íàéâèùi ñòåïåíi îêðåìèõ çìiííèõ f0(k), f1(k), . . . , f2n(k).

Ïðè âiäïîâiäíèõ îá÷èñëåííÿõ âðàõîâó¹ìî ôîðìóëó (2.47), ùî çàäà¹ ñòðóêòó-

ðó ìíîãî÷ëåíà f .

Ëåìà 2.2 ßêùî f(λ) = h(λ)+aλrg(λ), äå f(λ), h(λ) òà g(λ)�ìíîãî÷ëåíè,

f(λ) = f0λ
2n + f1λ

2n−1 + · · ·+ f2n, (2.59)

h(λ) = h0λ
2n + h1λ

2n−1 + · · ·+ h2n, (2.60)

g(λ) = g0λ
n + g1λ

n−1 + · · ·+ gn, , (2.61)



44

r�öiëå ÷èñëî, 0 ≤ r ≤ n − 1, S(f), S(h) òà S(g)�ìàòðèöi Ñèëüâåñòðà

öèõ ìíîãî÷ëåíiâ, òî âèçíà÷íèê detS(f) ìàòðèöi S(f) ¹ ìíîãî÷ëåíîì çà

çìiííîþ a ñòåïåíÿ íå âèùå 3n− 1 äëÿ r = 0, ïðè÷îìó

detS(f) = ±(nh0g0)n detS(g)a3n−1 + · · ·+ detS(h), (2.62)

i ñòåïåíÿ íå âèùå 3n äëÿ r ≥ 1, ïðè÷îìó

detS(f) = ±
(
(n−r)h0g0

)n−r(
rh2n

)r−1
gr+1
n detS(g)a3n+ · · ·+detS(h), (2.63)

à çíàê âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì (−1)nr+n+r.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè fi = hi+ agr−n+i äëÿ i ∈ {n− r, . . . , 2n− r}, fi = hi

äëÿ i ∈ {0, 1, . . . , n− r− 1, 2n− r+1, . . . , 2n} i ìàòðèöÿ Ñèëüâåñòðà S(f) ìà¹

òàêèé áëî÷íèé âèãëÿä: S(f) =


4n− 1

2n− 1
(
fj−i

)
2n

(
(ω + n)fj−i

)
, äå i�íîìåð ðÿäêà,

j �íîìåð ñòîâïöÿ, òî äëÿ r = 0 àáî r = 1 ìà¹ìî

S(f) =


4n−1

2n−1
(
hj−i

)
2n

(
(ω + n)hj−i

)
+ a ·


n− r 3n+ r − 1

2n−1 0
(
gj−i

)
2n 0

(
(ω + r)gj−i

)
, (2.64)

äå ω = n− j + i, hj = 0 äëÿ j < 0 òà j > 2n i gj = 0 äëÿ j < 0 òà j > n.

Äëÿ r > 1

S(f) = S(h) + a


n−r 3n r−1

2n−1 0
(
gj−i

)
0

2n 0
(
(ω + r)gj−i

)
0

. (2.65)

Ç ôîðìóë (2.64) òà (2.65) âiäïîâiäíî îòðèìó¹ìî

S(f) =


4n−1 3n+r−1

2n−1
(
hj−i

) (
gj−i

)
2n

(
(ω + n)hj−i

) (
(ω + r)gj−i

)


En−r 0

0 E3n+r−1

0 aE3n+r−1

 ,
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S(f) =


4n−1 3n

2n−1
(
hj−i

) (
gj−i

)
2n

(
(ω + n)hj−i

) (
(ω + r)gj−i

)


En−r 0 0

0 E3n 0

0 0 Er−1

0 aE3n 0

 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Áiíå�Êîøi [17] ìà¹ìî ïðè r = 0 i r = 1 ðiâíiñòü

detS(f)=a3n+r−1 det


n−r 3n+r−1(
hj−i

) (
gj−i

)
2n

(
(ω + n)hj−i

) (
(ω + r)gj−i

)
+ · · ·+detS(h), (2.66)

à ïðè r > 1 iíøó ðiâíiñòü

detS(f) = a3n det


n−r 3n r−1

2n−1 H1

(
gj−i

)
H3

2n H2

(
(ω + r)gj−i

)
H4

+ · · ·+ detS(h),

äå H1 = hj−i, H2 = (ω + n)hj−i, H3 = hω+3n−r, H4 = (r − n− ω)hω+3n−r.

Êîåôiöi¹íò ïðè a3n+r−1 ó ôîðìóëi (2.66) ïåðåïèøåìî òàê:

det



n−r n−r 2n+2r−1

n−r S3 S4 ⋆2

0 0
(
gj−i

)
n−r S1 S2 ⋆1

n+r 0 0
(
(ω + r)gj−i

)


=

= ± det



n−r n−r 2n+2r−1

n−r S1 S2 ⋆1

n−r S3 S4 ⋆2

0 0
(
gj−i

)
n+r 0 0

(
(ω+r)gj−i

)


,
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äå ± = (−1)n+r, S1 = (ω + n)hj−i, S3 = hj−i, S2 = (ω + r)gj−i, S4 = gj−i,

det

S1 S2

S3 S4

 =

(
det

2nh0 (n+ r)g0

h0 g0

)n−r
=
(
(n− r)h0g0

)n−r
.

Îòæå,

detS(f)=(−1)n+r
(
(n−r)h0g0

)n−r
a3n+r−1×

× det


2n+2r−1

n+r−1
(
gj−i

)
n+r

(
(ω+r)gj−i

)
+ · · ·+ detS(h),

i ôîðìóëó (2.62) äîâåäåíî.

Ôîðìóëà (2.63) äëÿ r = 1 âèïëèâà¹ ç òàêèõ îá÷èñëåíü:

det


2n+1

n
(
gj−i

)
n+1

(
(ω + 1)gj−i

)
 = det



2n 1

n
(
gj−i

)
0

n
(
(ω + 1)gj−i

)
0

1 ⋆ gn

 =

= det



2n−1 1

n−1
(
gj−i

)
0

1 ⋆ g2n

n
(
ωgj−i

)
0

 = (−1)ng2nS(g).
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Äëÿ r > 1 ïîäàìî êîåôiöi¹íò ïðè a3n ó âèãëÿäi

det



n−r n−r r−1 r−1

n−r S3 S4 ⋆2 0 0

n 0 0 S4 0 0

r−1 0 0 ⋆4 S7 S8

n−r S1 S2 ⋆1 0 0

n+1 0 0 S2 0 0

r−1 0 0 ⋆3 S5 S6


=

=± det



n−r n−r r−1 r−1

n−r S1 S2 ⋆1 0 0

n−r S3 S4 ⋆2 0 0

n 0 0 S4 0 0

n+1 0 0 S2 0 0

r−1 0 0 ⋆3 S5 S6

r−1 0 0 ⋆4 S7 S8


,

äå ± = (−1)(n−r)r, S5 = (ω+r−n)g2n−ω, S6 = (ω+1−n)h3n−1−ω, S7 = g2n+1−ω,

S8 = h3n−ω, det

S5 S6

S7 S8

 =

(
det

rgn h2n−1

0 h2n

)r−1
=
(
rh2ngn

)r−1
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (2.63) äëÿ r > 1. Ëåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî ó äîâåäåííi ëåìè 2.2 i äàëi çiðî÷êè (⋆) ïîçíà÷àþòü ìà-

òðèöi, âiä ÿêèõ íå çàëåæàòü âiäïîâiäíi âèçíà÷íèêè.

Ëåìà 2.3 ßêùî â óìîâàõ ëåìè 2.2 ìíîãî÷ëåí g(λ) ìà¹ ñòåïiíü n−1, à ñàìå

g(λ) = g0λ
n−1 + g1λ

n−2 + · · ·+ gn−1, òî

detS(f) = ±
(
(n+ 1)h0g0

)n+1
detS(g)a3n−2 + · · ·+ detS(h), (2.67)
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äëÿ r = 0, à äëÿ r ≥ 1

detS(f) = ±
(
(n− r + 1)h0g0

)n−r+1×

×
(
rh2n

)r−1
gr+1
n−1 detS(g)a

3n−1 + · · ·+ detS(h), (2.68)

ïðè÷îìó çíàê ¹ çíàêîì ÷èñëà (−1)nr+n+1.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöþ Ñèëüâåñòðà ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

S(f) =


4n−1 3n+r−2

2n−1
(
hj−i

) (
gj−i

)
2n

(
(ω + n)hj−i

) (
(ω + r − 1)gj−i

)


En−r+1 0

0 E3n+r−2

0 aE3n+r−2


ïðè r ∈ {0, 1} òà ó âèãëÿäi

S(f) =


4n−1 3n−1

2n−1
(
hj−i

) (
gj−i

)
2n

(
(ω + n)hj−i

) (
(ω + r − 1)gj−i

)


En−r+1 0 0

0 E3n−1 0

0 0 Er−1

0 aE3n−1 0


ïðè r ∈ {2, . . . , n − 1}, äå ω = n − j + i, hj = 0 ïðè j < 0 òà j > 2n i qj = 0

äëÿ j < 0 òà j > n− 1.

Çà ôîðìóëîþ Áiíå�Êîøi çíàõîäèìî ìíîãî÷ëåí detS(f), ñòåïiíü ÿêîãî ïðè

r ∈ {0, 1} íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà 3n + r − 2, à ïðè r ∈ {2, . . . , n − 1}�÷èñëà

3n− 1, ïðè÷îìó âiäïîâiäíî ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

detS(f)=a3n+r−2 det


n−r + 1 3n+r−2(
hj−i

) (
gj−i

)
2n

(
(ω + n)hj−i

) (
(ω + r − 1)gj−i

)
+ · · ·+detS(h),

detS(f) = a3n−1 det


n−r+1 3n−1 r−1

2n−1 H1

(
gj−i

)
H3

2n H2

(
(ω+r−1)gj−i

)
H4

+ · · ·+detS(h),
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äå H1 = hj−i, H2 = (ω + n)hj−i, H3 = hω+3n−r, H4 = (r − n− ω)hω+3n−r.

Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ ëåìè 2.2 ìà¹ìî

det


n+ 1 3n−2(
hj−i

) (
gj−i

)
2n

(
(ω + n)hj−i

) (
(ω − 1)gj−i

)
 =

(
−(n+ 1)h0g0

)n+1
detS(g)

ïðè r = 0,

det


n 3n−1(
hj−i

) (
gj−i

)
2n

(
(ω + n)hj−i

) (
(ω)gj−i

)
 = −

(
(n− 1)h0g0

)n−1
g2n−1 detS(g)

ïðè r = 1 i

det


n−r+1 3n−1 r−1(
hj−i

) (
gj−i

) (
hω+3n−r

)
2n

(
(ω + n)hj−i

) (
(ω+r−1)gj−i

) (
(r − n− ω)hω+3n−r

)
 =

= (−1)nr+n+1
(
(n− r + 1)h0g0

)n−r+1
(rh2n)

r−1gr+1
n−1 detS(g)

ïðè r > 1. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.4 Íåõàé ìíîãî÷ëåí g(λ) ìà¹ âèãëÿä (2.61), òîáòî g(λ) =
n∑

j=0

gjλ
n−j,

òîäi

detS(g) =
n−1∑
α=0

(−1)α+nααα(n− α)n−αgα0 gn−α−1n · gnα +· · · , (2.69)

äå òðè êðàïêè îçíà÷àþòü äîäàíêè, ùî íå ìiñòÿòü n-íèõ ñòåïåíiâ êîåôiöi-

¹íòiâ gα.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ S(g) ¹ îäíîðiäíîþ ñòåïåíÿ 2n − 1 ôóíêöi¹þ ùîäî

êîåôiöi¹íòiâ g0, g1, . . . , gn ìíîãî÷ëåíà g(λ). Íåõàé ω = n − j + i, 0 ≤ α ≤

n− 1, òîäi ωgj−i = (ω− n+ α)gj−i + (n− α)gj−i. Ç âëàñòèâîñòåé âèçíà÷íèêiâ



50

îòðèìó¹ìî

detS(g) = det


2n−1

n−1
(
gj−i

)
n−1

(
(ω−n+α)gj−i

)
1
(
(2n−1+ω)g1−ω

)
,

ïðè÷îìó ìàòðèöÿ
(
(ω−n+α)gj−i

)
î÷åâèäíî íå çàëåæèòü âiä êîåôiöi¹íòà gα.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

detS(g) = gn0 det


En−1 0 0

⋆1 ⋆2

(
−ωgω

)
0 n 0

+· · · = ngn0 det

En 0

⋆
(
ωgω

)
+· · · =

= ngn0 det
(
ωgω

)
+· · · = nngn−1n gn0 +· · · ,

äå òðè êðàïêè îçíà÷àþòü äîäàíêè ìåíøèõ ñòåïåíiâ ùîäî g0, En� îäèíè÷íà

ìàòðèöÿ. Äëÿ α = n− 1 îòðèìó¹ìî

detS(g) = gnn−1 det


0 En−1 0(

(ω−1)gj−i
)

⋆1 ⋆2

0 0 1

+· · · =

= (−1)n−1gnn−1 det

((ω−1)gj−i) ⋆
0 En

+· · · = (−1)n−1(n−1)n−1gn−10 gnn−1+· · · ,

äå òðè êðàïêè îçíà÷àþòü äîäàíêè ìåíøèõ ñòåïåíiâ ùîäî gn−1.

Äëÿ 0 < α < n− 1 àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî íèçêó ðiâíîñòåé:

detS(g) = gnα det



α 1

n−1 0 En−1 0 0

n−1 G1 ⋆1 ⋆2 G2

1 0 0 n− α 0

+· · · =

= (−1)n−1+nα(n−α)gnα det

En 0

⋆ G

+· · · = (−1)n−1+nα(n−α)gnα detG+· · · ,
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äå ìàòðèöi G1 =
(
(ω − n + α)gj−i

)
òà G2 =

(
(α − 2n − ω)gω

)
ìàþòü n − 1

ðÿäîê i α òà n− α− 1 ñòîâïöiâ, ìàòðèöÿ G =
(
G1 G2

)
.

Îñêiëüêè ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü detG = αα(α − n)n−α−1gα0 g
n−α−1
n , òî

îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (2.69) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðè 0 < α < n− 1.

Ëåìó äîâåäåíî.

2.2.5. Îöiíþâàííÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ. Êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà

f ¹ ìíîãî÷ëåíàìè âiä çìiííèõ aj1j2js �êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè (2.43), òîìó ôóí-

êöiÿ detS(f) òàêîæ ¹ ìíîãî÷ëåíîì âiä öèõ çìiííèõ. Ïîçíà÷èìî b1, . . . , bp êîå-

ôiöi¹íòè ïðè ïîõiäíèõDnl
1 , . . . , D

nl
p îïåðàòîðà ã11n (D), à âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè

îïåðàòîðà ã22n (D)� bp+1, . . . , b2p; íåõàé b̄ = (b1, . . . , b2p).

Iç ôîðìóëè (2.49) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü f(λ, k) = bj ·
(
kj

k̃

)nl
g(λ, k)+h(λ, k), äå

ìíîãî÷ëåíè g(λ, k) òà h(λ, k) íå çàëåæàòü âiä bj i âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

g(λ, k) =
n∑

j=0

ã22j (k)λn−j, h(λ, k) = det a0 · λ2n + · · · ,

äå òðè êðàïêè� äîäàíêè ìåíøîãî ñòåïåíÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ëåìó 2.2 ïðè r = 0,

h0 = det a0, g0 = a220 , a = bj ·
(
kj/k̃

)nl
, òîäi

detS(f) = (−n det a0 · a220 )n ·
(kj
k̃

)nl(3n−1)
detS(g) · b3n−1j +· · · , (2.70)

äå òðè êðàïêè îçíà÷àþòü äîäàíêè çi ñòåïåíÿìè bαj , 0 ≤ α ≤ 3n − 2. Ç ëåìè

2.4 ïðè α = 0, g0 = a220 , gn = bp+j ·
(
kj/k̃

)nl
âèïëèâà¹, ùî

detS(g)=(na220 )n
(kj
k̃

)nl(n−1)
· bn−1p+j + · · · , (2.71)

äå òðè êðàïêè îçíà÷àþòü äîäàíêè çi ñòåïåíÿìè bαp+j, 0 ≤ α ≤ n− 2.

Ïîçíà÷èìî ζ(r) ôóíêöiþ
∑

k∈Zp\{0}
k̃−r. Âîíà iñíó¹ ïðè r > p i ¹ áàãàòîâè-

ìiðíèì àíàëîãîì äçåòà-ôóíêöi¨ Ðiìàíà.

Ëåìà 2.5 Ââàæà¹ìî, ùî 0 < ε < 1, r > p, êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè (2.43)�

ôiêñîâàíi (çà âèíÿòêîì êîåôiöi¹íòiâ b1, . . . , b2p) òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

det a0 ̸= 0, a220 ̸= 0. (2.72)
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Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà Wε ⊂ O2p
R òàêà, ùî measWε ≤ ε i äëÿ âñiõ âåêòîðiâ

b̄ ∈ O2p
R \Wε òà äëÿ âñiõ k ̸= 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà çíèçó

| detS(f)| ≥ ε2n−1C−11 k̃−(2n−1)r, (2.73)

äå C1 =
(
2ζ(r)(p+ 1)nlπ2pR4p−2)2n−1/(na220 )2n(det a0)n.

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëè (2.70) i (2.71) äàþòü ðiâíiñòü

detS(f) = (− det a0)
n
(
na220

)2n(kj
k̃

)nl(4n−2)
Bp+j(k)Bj(k), (2.74)

ó âèïàäêó Bp+j(k) ̸= 0, äå Bp+j(k)�óíiòàëüíèé (ç îäèíè÷íèì ñòàðøèì êîåôi-

öi¹íòîì) ñòåïåíi n− 1 ìíîãî÷ëåí çìiííî¨ bp+j, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî íå çàëåæàòü

âiä çìiííî¨ bj, Bj(k)�óíiòàëüíèé ñòåïåíi 3n− 1 ìíîãî÷ëåí çìiííî¨ bj.

Íåõàé W 1
ε (k)�ìíîæèíà òàêèõ âåêòîðiâ b̄ ∈ O2p

R , äëÿ ÿêèõ ïðè ôiêñîâà-

íîìó k âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

|Bp+j(k)| <
( εk̃−r

2ζ(r)π2pR4p−2

)(n−1)/2
. (2.75)

Ìíîæèíà W̃ 1
ε (k) òèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë bp+j iç êðóãà OR, äëÿ ÿêèõ âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.75) ç äîâiëüíèì (àëå ôiêñîâàíèì) êîìïëåêñíèì âåêòî-

ðîì (b1, . . . , bp+j−1, bp+j+1, . . . , b2p) ∈ O2p−1
R çà ëåìîþ Êàðòàíà [6, ñ. 267] ìà¹

îöiíêó meas W̃ 1
ε (k) ≤

εk̃−r

2ζ(r)(πR2)2p−1
. Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ïî îáëàñòi O2p−1

R

îòðèìó¹ìî measW 1
ε (k) ≤

ε

2ζ(r)
· k̃−r. Àíàëîãi÷íó îöiíêó ñïðàâäæó¹ ìiðà ìíî-

æèíè W 2
ε (k) òèõ b ∈ O

2p
R , äëÿ ÿêèõ ïðè äàíîìó k âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

|Bj(k)| <
( εk̃−r

2ζ(r)π2pR4p−2

)(3n−1)/2
.

Òîìó íà ìíîæèíi O2p
R \ Wε(k), äå ìíîæèíà Wε(k) = W 1

ε (k) ∪ W 2
ε (k), à

measWε(k) ≤ ε/ζ(r)k̃r, iç ðiâíîñòi (2.74) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

| detS(f)| ≥
∣∣na220 ∣∣2n| det a0|n( εk̃−r

2ζ(r)(p+ 1)nlπ2pR4p−2

)2n−1
k̃−(2n−1)r

äëÿ ôiêñîâàíîãî âåêòîðà k ∈ Zp \ {0}.
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Îòæå, íåðiâíiñòü (2.73) âèêîíó¹òüñÿ íà ìíîæèíi W \ Wε äëÿ âñiõ k ∈

Zp \ {0}, äå Wε =
∪

k∈Zp\{0}
Wε(k), measWε ≤

∑
k∈Zp\{0}

measWε(k) = ε.

Ëåìó äîâåäåíî.

Àíàëîãi÷íà íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ i ïðè a220 = 0, ÿêùî íåíóëüîâèì ¹

êîåôiöi¹íò a110 ïðè ïîõiäíié Dn
t u1 ó ïåðøîìó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííi.

ßêùî æ îáèäâà êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü íóëåâi, òîáòî a110 = a220 = 0,

òî àíàëîãi÷íó äî ëåìè 2.5 ëåìó ìîæíà äîâåñòè äëÿ âåêòîðiâ óòâîðåíèõ ç

âiäïîâiäíèõ êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðiâ ã12n (D) òà ã21n (D).

Ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ ââåäåíîãî ïåðåä ëåìîþ 2.5 âåêòîðà b̄, çãiäíî ç

ëåìîþ 2.3 (ïðè r = 0, h0 = det a0, g0 = ã221 , a = bj ·
(
kj/k̃

)nl
) i ëåìîþ 2.4

äëÿ n − 1 íà ìiñöå n (ïðè α = 0, h0 = det a0, gn−1 = bn+j ·
(
kj/k̃

)nl
) çàìiñòü

ðiâíîñòåé (2.70) òà (2.71) ìà¹ìî ðiâíîñòi

detS(f) =
(
− (n+ 1) det a0 · ã221

)n+1
(kj
k̃

)nl(3n−2)
· detS(g) · b3n−2j +· · · ,

detS(g) =
(
(n− 1) ã221

)n−1(kj
k̃

)nl(n−2)
bn−2p+j + · · · ,

äå g(λ, k) =
n∑

j=1

ã22j (k)λn−j.

Çà îáìåæåíîñòi çíèçó ìîäóëÿ ôóíêöi¨ ã221 (k) ≡
∑
|s|≤l

a221s

(kj
k̃

)s
k̃|s|−l ç öèõ

ðiâíîñòåé âèïëèâà¹ îöiíêà çíèçó äëÿ ôóíêöi¨ | detS(f)|.

Ëåìà 2.6 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (êðiì äðóãî¨ íåðiâíîñòi (2.72)) ëåìè

2.5 i óìîâà inf
k∈Zp\{0}

k̃θ ·
∣∣ã221 (k)

∣∣ > 0 äëÿ äåÿêîãî θ ∈ R. Òîäi iñíó¹ òàêà ìíîæè-

íàWε ç ìiðîþ measWε, ÿêà íå ïåðåâèùó¹ ε, ùî äëÿ âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ O2p
R \Wε

òà äëÿ âñiõ k ∈ Zp \ {0} ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

| detS(f)| ≥ const · ε2n−2k̃−(2n−2)r−2nθ. (2.76)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ detS(f) ìà¹ìî ïîäiáíó äî (2.74) ôàêòîðèçàöiþ

detS(f) = (−(n+ 1) det a0)
n+1(n− 1)n−1

(
ã221
)2n(kj

k̃

)4nl(n−1)
Bp+j(k)Bj(k),
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äåBp+j(k)�óíiòàëüíèé ñòåïåíÿ n−2 ìíîãî÷ëåí âiä bp+j, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî íå

çàëåæàòü âiä çìiííî¨ bj, Bj(k)�óíiòàëüíèé ñòåïåíÿ 3n−2 ìíîãî÷ëåí çìiííî¨

bj, òîìó

| detS(f)| ≥ C2n (n+ 1)n+1

(p+ 1)2nl(n+1)
(n− 1)n−1| det a0|n+1k̃−2nθ|Bp+j(k)||Bj(k)|,

äå C = inf
k∈Zp\{0}

k̃θ ·
∣∣ã221 (k)

∣∣ > 0.

Iç ëåìè Êàðòàíà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ìíîæèíà Wε, ÿêà ¹ îá'¹äíàííÿì çëi-

÷åííî¨ êiëüêîñòi êðóãiâ, ÿê i â ëåìi 2.5, measWε ≤ ε, à íà ìíîæèíi O2p
R \Wε

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|Bp+j(k)| ≥
( εk̃−r

2ζ(r)π2pR4p−2

)(n−2)/2
, |Bj(k)| ≥

( εk̃−r

2ζ(r)π2pR4p−2

)(3n−2)/2
.

Ç öèõ íåðiâíîñòåé îòðèìà¹ìî îöiíêó (2.76) çi ñòàëîþ

ε2n−2C2n(n+ 1)n+1(n− 1)n−1| det a0|n+1/(2ζ(r)(p+ 1)nlπ2pR4p−2)2n+2.

Ëåìó äîâåäåíî.

Î÷åâèäíî, ùî îöiíêà (2.76) êðàùà âiä îöiíêè (2.73), ÿêùî θ ≤ p/2n.

ßêùî íåìîæëèâî ââàæàòè íåçàëåæíèìè ïàðàìåòðàìè êîåôiöi¹íòè ïðè

ñòàðøèõ ïîõiäíèõ îïåðàòîðà ãn(D), òî âèêîðèñòà¹ìî êîåôiöi¹íòè ïðè ìîëîä-

øèõ ïîõiäíèõ öüîãî îïåðàòîðà.

Ñôîðìó¹ìî òàêèé 2p-âèìiðíèé âåêòîð b̄ = (b1, . . . , b2p) ç êîåôiöi¹íòiâ

ñèñòåìè: b1, . . . , bp�êîåôiöi¹íòè ïðè ïîõiäíèõ Dnl−θ1
1 , . . . , Dnl−θ1

p îïåðàòîðà

ã11n (D), à bp+1, . . . , b2p�ïðè ïîõiäíèõ Dnl−θ2
1 , . . . , Dnl−θ2

p îïåðàòîðà ã22n (D).

Ëåìà 2.7 Íåõàé 0 < ε < 1, r > p, êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè (2.43), ùî íå ¹

êîìïîíåíòàìè âåêòîðà b̄, � ôiêñîâàíi òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: det a0 ̸= 0,

|a110 | + |a220 | ̸= 0. Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà Wε ⊂ O2p
R òàêà, ùî measWε ≤ ε i äëÿ

âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ O2p
R \Wε òà äëÿ âñiõ k ̸= 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà çíèçó

| detS(f)| ≥ ε2n−1C−11 k̃−(2n−1)r−(3n−1)θ1−(n−1)θ2. (2.77)
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâó¹ìî ñõåìó äîâåäåííÿ ëåìè 2.5 i âðàõîâó¹ìî âèáið

âåêòîðà b̄. Çàìiñòü ôîðìóëè (2.74) ìà¹ìî ôîðìóëó

| detS(f)| = | det a0|n
(
na220

)2n(|kj|
k̃

)nl(4n−2)
k̃−(3n−1)θ1−(n−1)θ2|Bp+j(k)||Bj(k)|,

äå f(λ, k) = bj
(
knl−θ1j /k̃nl

)
g(λ, k) + h(λ, k), g(λ, k) =

n∑
j=1

ã22j (k)λn−j,

h(λ, k) = λ2n det a0 + · · ·

Äàëi, äëÿ îòðèìàííÿ íåðiâíîñòi (2.77), çàñòîñîâó¹ìî îöiíêè çíèçó ìíîãî÷ëåíiâ

Bp+j(k) òà Bj(k), ÿêi îòðèìàíi ïðè äîâåäåííi ëåìè 2.5.

Ëåìó äîâåäåíî.

Îöiíêà ïîêàçó¹, ùî âèêîðèñòàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè ñòàðøèõ ïîõiäíèõ â ÿêîñòi

çìiííèõ ïàðàìåòðiâ ïîêðàùó¹ îöiíêó äèñêðèìiíàíòà ìíîãî÷ëåíà f .

ßêùî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìè (2.43) ç ôiêñîâàíèì îïåðàòîðîì an(D), òî âèêî-

ðèñòîâó¹ìî ëåìó 2.2 ïðè r > 0. Äëÿ îòðèìàííÿ âiäïîâiäíèõ îöiíîê äîñòàòíüî

âèìàãàòè ñòåïåíåâèõ îöiíîê çíèçó ôóíêöié | det ãn(k)| i |ãj1j2n (k)|.

2.2.6. Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi. Íàñòóïíà òåîðåìà ïðî ðîçâ'ÿ-

çíiñòü çàäà÷i (2.43), (2.46) áàçó¹òüñÿ íà ëåìi 2.5 i íåðiâíîñòi (2.56).

Ïîçíà÷èìî Yj = H(n−j)l+(2n−1)r/2(Ω
p
2π), Xn = En

−Λ,l(Dp), X0 = E0
−Λ,l(Dp).

Òåîðåìà 2.2 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 2.5 i φj ∈ Y 2
j , j = 0, 1, . . . , n−

1, òîäi äëÿ ìàéæå âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ O2p
R iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i

(2.43), (2.46) iç ïðîñòîðó X2
n. Äëÿ äîâiëüíîãî 0 < ε < 1 i äëÿ âñiõ âåêòîðiâ

b̄ ∈ O2p
R \Wε, äå Wε�ìíîæèíà ç ëåìè 2.5, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥u;X2
n∥2 ≤

(
C2ε

−(2n−1) + C3

) n−1∑
j=0

∥φj;Y
2
j ∥2, (2.78)

ïðè÷îìó ñòàëà C2 íå çàëåæèòü âiä êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè (2.43).

Äîâåäåííÿ. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.43), (2.46) òà éîãî ïîõiäíi äî n − 1-ãî
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ïîðÿäêó âêëþ÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (2.53), òîìó

∥u;X2
n∥2 =

2n∑
j=1

∥vj;X0∥2 + ∥A2n−1·(D)v;X0∥2 + ∥A2n·(D)v;X0∥2 ≤

≤ const · ∥v;X2n
0 ∥2,

äå ñòàëà çàëåæèòü âiä êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè.

Íåõàé S �ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç íóëüîâîãî âåêòîðà i òèõ âåêòîðiâ

k, äëÿ ÿêèõ Reλ1(k) > Λ. Öÿ ìíîæèíà çà ïîáóäîâîþ ¹ ñêií÷åííîþ, òîìó

ìîæíà çàïèñàòè íåðiâíiñòü ∥u;X2
n∥2 ≤ const

2n∑
j=1

sup
t∈[0,T ]

∑
k∈Zp\S

e−2k̃
lΛt|vjk(t)|

2 +

C3. Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî îöiíêó (2.56), íåðiâíiñòü (2.73) ç ëåìè 2.5 i ôîðìóëó

äëÿ íîðìè ∥φk∥2 =
n−1∑
j=0

k̃2(n+1−j)l∥φkj∥2, äå φkj �êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ âåêòîð-

ôóíêöi¨ φj, òà îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü (2.78).

Çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi îöiíêà (2.73) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ âå-

êòîðiâ b̄ ∈ O2p
R äëÿ âñiõ (çà âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà) âåêòîðiâ k ∈ Zp,

çâiäêè âèïëèâà¹ ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ó ïðîñòîði X2
n.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Â óìîâàõ ëåìè 2.6 äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ó

ïðîñòîðiX2
n äëÿ âñiõ b̄ ∈ O

2p
R \Wε ¹ íàëåæíiñòü ôóíêöié D̃nθ−r/2φj äî ïðîñòîðó

Yj, j = 0, 1, . . . , n − 1. Äëÿ îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi ç ïðîñòîðó

X2
n ó âèïàäêó âèêîíàííÿ óìîâ ëåìè 2.7, ïîòðiáíî íàêëàäàòè ñèëüíiøi óìîâè

ãëàäêîñòi, íiæ ó òåîðåìi 2.2.

Òåîðåìà 2.3 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 2.7 i D̃nθ1+(n−1)(θ1+θ2)/2φj ∈ Yj,

òîäi äëÿ âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ O2p
R \ Wε iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.43),

(2.46) iç ïðîñòîðó X2
n i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥u;X2
n∥2 ≤

(
C4ε

−(2n−1) + C5

) n−1∑
j=0

∥D̃nθ1+(n−1)(θ1+θ2)/2φj;Y
2
j ∥2,

äå Wε�ìíîæèíà ç ëåìè 2.7, ñòàëà C4 íå çàëåæèòü âiä êîåôiöi¹íòiâ ñè-

ñòåìè (2.43).
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Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòåé (2.56) i (2.77) îòðèìó¹ìî îöiíêó

sup
t∈[0,T ]

∥∥e−k̃lΛtvk(t)∥∥2 ≤ const · ε1−2nk̃(2n−1)r+(3n−1)θ1+(n−1)θ2∥φk∥2,

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ øóêàíà íåðiâíiñòü äëÿ íîðìè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.43), (2.46).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ: ÿêùî âèêîðèñòîâóâàòè îöiíêó (2.58), ÿêà âè-

êîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ñèñòåì (2.43), òî äëÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (2.43), (2.46)

ó ïðîñòîði X2
n äîñòàòíüî, ùîá D̃(2n−1)(l−r/2)φj ∈ Y 2

j , j = 0, 1, . . . , n − 1, à

ÿêùî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìè ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ÷è ñòðîãî åëiïòè÷íîãî òèïó

(| detS(f)| ≥ const > 0), òî äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâè

D̃−(2n−1)r/2φj ∈ Y 2
j

(
φj ∈

(
H(n−j)l(Ω

p
2π)
)2)

.

Îñòàííÿ óìîâà ¹ íàéñëàáøîþ [74], à óìîâà D̃(2n−1)(l−r/2)φj ∈ Y 2
j ¹ ñèëüíiøîþ

÷è ñëàáøîþ çà óìîâó â òåîðåìi 2.2 â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÷è l>r/2 ÷è l<r/2.

2.3. Âèñíîâêè

Âñòàíîâëåíî óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ó ïðîñòîðàõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ çà çìiííîþ x

ôóíêöié. Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ïîâ'ÿçàíî ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåí-

íèêiâ � äèñêðèìiíàíòiâ D(k). Âiäìiííiñòü ìàëèõ çíàìåííèêiâ ó çàäà÷i Êîøi

âiä ìàëèõ çíàìåííèêiâ ó áàãàòüîõ iíøèõ êðàéîâèõ çàäà÷àõ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

âîíè îáåðòàþòüñÿ â íóëü ðàçîì iç âiäïîâiäíèìè ÷èñåëüíèêàìè äðîáiâ i òîìó

öi äðîáè çàâæäè ìàþòü îöiíêó çâåðõó.

Âèêîðèñòàííÿ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó äî îöiíêè ìàëèõ çíàìåííèêiâ äîçâîëÿ¹

ïîêðàùèòè âêàçàíi îöiíêè äðîáiâ òà âñòàíîâèòè âèùó ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó

äëÿ ìàéæå âñiõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó ïiäâèùó¹òüñÿ

(àáî ïîñëàáëþþòüñÿ óìîâè íà ïðàâi ÷àñòèíè çàäà÷i ïðè ôiêñîâàíié ãëàäêîñòi

ðîçâ'ÿçêó), ÿêùî êiëüêiñòü ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ p òà çâåäåíèé ïîðÿäîê ðiâíÿ-

ííÿ l çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü p/l < 4. Êîëè êiëüêiñòü ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ
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â ÷îòèðè àáî áiëüøå ðàçiâ ïåðåâèùó¹ çâåäåíèé ïîðÿäîê ðiâíÿííÿ, òî âèêî-

ðèñòàííÿ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó íå äà¹ ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêó, ÿêà â

öüîìó âèïàäêó íå çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ.

Ó ïiäðîçäiëi 2 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi (2.43), (2.46) äëÿ áåçòèïíî¨ ñèñòåìè

äâîõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ó ïðîñòîðàõ

2π-ïåðiîäè÷íèõ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè i äîñòàòíüî ãëàäêèìè çà ÷àñîâîþ

çìiííîþ ôóíêöié. Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ âñiõ âåêòîðiâ (çà âèíÿòêîì ìíîæèíè

ÿê çàâãîäíî ìàëî¨ ìiðè), ïåâíèì ñïîñîáîì ñêëàäåíèõ ç êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè

(2.43), çàäà÷à Êîøi ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.

Âèçíà÷åíî çàëåæíiñòü ìiæ ãëàäêiñòþ ïðàâèõ ÷àñòèí ïî÷àòêîâèõ óìîâ òà

ñêëàäîì âåêòîðiâ, óòâîðåíèõ ç êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(2.43).

Äîâåäåíî çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó òåîðåòèêî-÷èñëîâi íåðiâíîñòi

äëÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi õàðàêòåðíi äëÿ çàäà÷i Êîøi.
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ÐÎÇÄIË 3

ÇÀÄÀ×I Ç ÍÅËÎÊÀËÜÍÈÌÈ ÓÌÎÂÀÌÈ ÄËß

ÃIÏÅÐÁÎËI×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÇI ÇÌIÍÍÈÌÈ

ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÀÌÈ

3.1. Êðàéîâà çàäà÷à ç íåëîêàëüíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè

äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

Â îáëàñòi, ùî ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì âiäðiçêà i p-âèìiðíîãî òîðà, äîñëiäæåíî

íåëîêàëüíó çàäà÷ó iç çàãàëüíèìè ëiíiéíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè äëÿ

ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íîãî (õâèëüîâîãî) ðiâíÿííÿ utt = a2(t)∆u. Çàäà÷à ¹ íåêîðå-

êòíîþ çà Àäàìàðîì i ïîâ'ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ. Çà äîïîìî-

ãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííè-

êiâ. Íà îñíîâi òàêèõ îöiíîê îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà ôóíêöié, ïåðiîäè÷íèõ çà çìiííèìè x1, . . . , xp.

Âñòóï. Çàäà÷i ç äâîòî÷êîâèìè òà áàãàòîòî÷êîâèìè íåëîêàëüíèìè óìî-

âàìè äëÿ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äîñëiäæóâà-

ëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè [14, 29, 44, 54, 59, 66, 68, 76, 84, 93, 107, 121]. Ó ðîáî-

òàõ [44, 54, 59, 66, 68, 76, 107] âèâ÷åíî òàêi çàäà÷i äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ó øêàëàõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà ïåðiîäè÷íèõ

çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè ôóíêöié. Öi çàäà÷i ¹ íåêîðåêòíèìè çà Àäàìàðîì,

à óìîâè ¨õ ðîçâ'ÿçíîñòi ïîâ'ÿçàíi ç ïðîáëåìîþ îöiíþâàííÿ çíèçó ìàëèõ çíà-

ìåííèêiâ, ÿêi âèíèêàþòü â ðÿäàõ Ôóð'¹, ùî çîáðàæàþòü ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè

öèõ çàäà÷.

Âèðiøåííÿ ïðîáëåìè ìàëèõ çíàìåííèêiâ çäiéñíþ¹òüñÿ íà îñíîâi ìåòðè-

÷íîãî ïiäõîäó [54, 66, 68, 107, 112, 113]. Ó ðàìêàõ öüîãî ïiäõîäó ðîçãëÿäà¹òüñÿ

íå îêðåìà çàäà÷à, à ìíîæèíà çàäà÷. Åëåìåíòàìè öi¹¨ ìíîæèíè ¹ çàäà÷i iç ôi-

êñîâàíèìè äàíèìè (êîåôiöi¹íòàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, êîåôiöi¹íòàìè

êðàéîâèõ óìîâ ÷è iíøèìè ïàðàìåòðàìè), ÿêi óòâîðþþòü îáëàñòü ó ïðîñòîði
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äàíèõ. Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ó âiäïîâiäíié øêàëi ïðîñòîðiâ äîâî-

äèòüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ (çà ìiðîþ Ëåáå à) òî÷îê îáëàñòi àáî äëÿ âñiõ òî÷îê

ïiäîáëàñòi, ìiðà ÿêî¨ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìiðè îáëàñòi íà äîâiëüíå ìàëå ÷èñëî.

Äëÿ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè âñòàíîâëåíî

ðîçâ'ÿçíiñòü ðÿäó íåëîêàëüíèõ çàäà÷ ó øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà Hq(Ω
p
2π),

q ∈ R , à äëÿ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè iñíóþòü ïðèêëàäè íåëîêàëü-

íèõ çàäà÷, ÿêi íå ¹ ðîçâ'ÿçíèìè ó øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà [69]. Çîêðåìà,

ÿêùî íåëîêàëüíà çàäà÷à ç áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè äëÿ îäíîãî ðiâíÿííÿ çi

çìiííèì êîåôiöi¹íòîì

Dtu = i γ Du+ cos t ·D2u,

νu(0, x)−
M∑
j=1

µj u(Tj, x) = φ(x), x ∈ Ω1
2π, Tj ̸= π/2,

äå γ, ν, µ1, . . . , µM �äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà, T1 < · · · < TM , Dt = ∂/∂t, D =

∂/∂x, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u = u(t, x), òî u(π/2, ·) /∈ L2(Ω
1
2π) äëÿ äîâiëüíèõ

φ(x) =
∑

k∈Z φ̂(k)e
ikx, φ(x) /∈ Hq(Ω

1
2π), i q ∈ R , îñêiëüêè∥∥∥u(π

2
, ·
)
;L2(Ω

1
2π)
∥∥∥2 ≥ const·

∑
k∈Z

exp
((
1−max(sinT1, . . . , sinTM)

)
k2
)
|φ̂(k)|2 ≥

≥ const ·
∑
k∈Z

k̃2q|φ̂(k)|2 = ∥φ(x);Hq(Ω
1
2π)∥2 =∝ .

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî äëÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè íåëîêàëüíà çàäà÷à ðîçâ'ÿçíà ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà, ïîäi-

áíî äî íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ðîçãëÿíóòî

íåëîêàëüíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ òèïó êîëèâàíü ñòðóíè ∂2u/∂t2 = a2(t)∆u

iç çàãàëüíèìè íåëîêàëüíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè. Âñòàíîâëåíî îöiíêè

çíèçó äëÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíèêëè ïðè äîñëiäæåííi çàäà÷i, à òàêîæ

ãëàäêiñòü é îöiíêó íîðìè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà. Àíàëîãi÷íî

äîñëiäæóþòüñÿ ó íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ äîâiëüíîãî

ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, à òàêîæ äëÿ ñòðîãî ãiïåðáî-

ëi÷íèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ.
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3.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Â îáëàñòi Dp ðîçãëÿäà¹ìî ñòðîãî ãiïåðáî-

ëi÷íå (õâèëüîâå) ðiâíÿííÿ

∂2u

∂t2
− a2(t)∆u = 0, ∆ =

∂2

∂x21
+ · · ·+ ∂2

∂x2p
, (3.1)

i íåëîêàëüíi áàãàòîòî÷êîâi óìîâèa b

c d

 u
∂u

∂t

∣∣∣∣∣
t=0

+
M∑
j=1

aj bj

cj dj

 u
∂u

∂t

∣∣∣∣∣
t=Tj

=

φ1

φ2

 , (3.2)

äå ôóíêöiÿ a(t) > 0 íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà âiäðiçêó [0, T ], êîåôiöi-

¹íòè a, b, c, d òà aj, bj, cj, dj �êîìïëåêñíi ÷èñëà, ìîäóëü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹

îäèíèöþ. Ôóíêöi¨ φ1 = φ1(x), φ2 = φ2(x) ¹ çàäàíèìè 2π-ïåðiîäè÷íèìè ôóí-

êöiÿìè, à ôóíêöiÿ u = u(t, x) ¹ øóêàíèì 2π-ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(3.1), (3.2).

Âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (3.1), (3.2) ó øêàëi ïðîñòîðiâ

{Hq(Ω
p
2π)}q∈R: âñòàíîâëþþòüñÿ óìîâè, ïðè ÿêèõ çàäà÷à (3.1), (3.2) ìà¹ ðîçâ'ÿ-

çîê u, ÿêèé äëÿ âñiõ çíà÷åíü t ∈ [0, T ] ðàçîì iç ïîõiäíîþ çà t íàëåæèòü äî

øêàëè ïðîñòîðiâ {Hq(Ω
p
2π)}q∈R äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ φ1 òà φ2 iç öi¹¨ øêàëè.

Îçíà÷åííÿ 3.1 Äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó íà iíòåðâàëi [0, T ] ôóí-

êöiþ u(t, x) =
∑
k∈Zp

uk(t)e
ikx íàçâåìî ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1), (3.2) iç øêà-

ëè ïðîñòîðiâ {Hq(Ω
p
2π)}q∈R, ÿêùî äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] åëåìåíòè u(t, ·),

∂u/∂t(t, ·) íàëåæàòü äî øêàëè ïðîñòîðiâ {Hq(Ω
p
2π)}q∈R i ÿêùî u çàäîâîëü-

íÿ¹ ðiâíÿííÿ (3.1) òà óìîâè (3.2) ó ñëàáêîìó ñåíñi, òîáòî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]

i äëÿ âñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ w = w(x) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi∫
Ωp

2π

(∂2u
∂t2
− a2(t)∆u

)
w dx = 0,

∫
Ωp

2π

[a b

c d

 u
∂u

∂t

∣∣∣∣∣
t=0

+
M∑
j=1

aj bj

cj dj

 u
∂u

∂t

∣∣∣∣∣
t=Tj

−

φ1

φ2

]w dx = 0.



62

Çàóâàæåííÿ 3.1 ßêùî u(t, ·) ∈ Hσ(Ω
p
2π)� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1), (3.2), òî

∂2u

∂t2
(t, ·) ∈ Hσ−2(Ω

p
2π), ïðè÷îìó∥∥∥∂2u

∂t2
(t, ·);Hσ−2(Ω

p
2π)
∥∥∥2 = a(t)

(
∥u;Hσ(Ω

p
2π)∥2−

− 2∥u;Hσ−1(Ω
p
2π)∥2 + ∥u;Hσ−2(Ω

p
2π)∥2

)
.

3.1.2. Ïîáóäîâà òà îöiíêà ðîçâ'ÿçêó. Ââåäåìî âåêòîð-ôóíêöi¨

U = col(u, ∂u/∂t), φ = col(φ1, φ2) (3.3)

i çàïèøåìî çàäà÷ó (3.1), (3.2) ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

∂U

∂t
=

 0 1

a2(t)∆ 0

U, (3.4)

a b

c d

U(0, x) +
M∑
j=1

aj bj

cj dj

U(Tj, x) = φ(x). (3.5)

ßêùî âåêòîð-ôóíêöi¨ U(t, x) =
∑
k∈Zp

Uk(t)e
ikx òà φ(x) =

∑
k∈Zp

φ̂(k)eikx, äå

Uk(t) = col(Uk1(t), Uk2(t)), φ̂(k) = col(φ̂1(k), φ̂2(k)), òî çãiäíî ç îçíà÷åííÿì

âåêòîð-ôóíêöiÿ Uk = Uk(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i

dUk

dt
=

 0 1

−a2(t)∥k∥2 0

Uk, (3.6)

a b

c d

Uk(0) +
M∑
j=1

aj bj

cj dj

Uk(Tj) = φ̂(k), (3.7)

ïðè÷îìó ∥k∥2 = k̃2−1 = k21+ · · ·+k2p, k ∈ Zp. Îñêiëüêè âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

uk(t) = Uk1(t),
duk
dt

(t) = Uk2(t), òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1), (3.2) i éîãî ïîõiäíà

ìàþòü òàêèé âèãëÿä: u(t, x) =
∑
k∈Zp

Uk1(t)e
ikx,

du

dt
(t, x) =

∑
k∈Zp

Uk2(t)e
ikx.

ßêùî k ̸= 0, òî ìàòðèöÿ

 0 1

ρ2k(t) 0

 ñèñòåìè (3.6), äå ρk(t) = ia(t)∥k∥,

ìà¹ äâà ïðîñòi óÿâíi âëàñíi çíà÷åííÿ ρk(t) òà −ρk(t).
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Ïðè k = 0 âëàñíi çíà÷åííÿ ±ρk(t) çáiãàþòüñÿ i äîðiâíþþòü íóëåâi, à ìà-

òðèöÿ ñèñòåìè (3.6) ìà¹ âèãëÿä

0 1

0 0

, òîìó dUk1

dt
= Uk2,

dUk2

dt
= 0. Çàãàëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê Uk(t) = col
(
C01+C02t, C02

)
îñòàííüî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ïðè ïiäñòàíîâöi â óìîâó (3.7) äà¹ ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâ-

íÿíü 
a+

M∑
j=1

aj b+
M∑
j=1

ajTj +
M∑
j=1

bj

c+
M∑
j=1

cj d+
M∑
j=1

cjTj +
M∑
j=1

dj


C01

C02

 =

φ̂1(0)

φ̂2(0)

 (3.8)

äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ C01 i C02. Ìàòðèöÿ ñèñòåìè (3.8) ìà¹ âèçíà÷íèê

det∆(0) =
M∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+

M∑
j=1

aj aj

c+
M∑
j=1

cj cj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ Tj +
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+

M∑
j=1

aj b+
M∑
j=1

bj

c+
M∑
j=1

cj d+
M∑
j=1

dj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
ßêùî det∆(0) = 0, òî ñèñòåìà (3.8) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó àáî ìà¹ áåçëi÷

ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêùî æ det∆(0) ̸= 0, òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè

col(C01, C02) = ∆−1(0) col
(
φ̂1(0), φ̂2(0)

)
.

ßêùî k ̸= 0, à, îòæå, ρk(t) ̸= 0 íà [0, T ], òî äëÿ ìàòðèöi ñèñòåìè (3.6)

ìà¹ìî òàêó ôàêòîðèçàöiþ: 0 1

ρ2k(t) 0

 =

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

ρk(t) 0

0 −ρk(t)

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

−1 ,
äå

det

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

 = −2ρk(t),

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

−1 = 1

2

1 ρ−1k (t)

1 −ρ−1k (t)

 .

Çðîáèìî òàêó çàìiíó øóêàíèõ âåêòîð-ôóíêöié, à ñàìå Uk(t) = 1 1

ρk(t) −ρk(t)

Zk(t). Òîäi âåêòîð-ôóíêöiÿ Zk(t) =

1 ρ−1k (t)

1 −ρ−1k (t)

 Uk(t)

2
¹
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ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dZk

dt
+

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

−10 0

1 −1

 dρk(t)

dt
Zk =

ρk(t) 0

0 −ρk(t)

Zk.

Âðàõîâóþ÷è, ùî
dρk(t)

dt
= ia′(t)∥k∥, ìà¹ìî òàêó çàäà÷ó äëÿ ôóíêöi¨ Zk:

dZk

dt
= ρk(t)

1 0

0 −1

Zk +
a′(t)

2a(t)

−1 1

1 −1

Zk, (3.9)

a b

c d

 1 1

ρk(0) −ρk(0)

Zk(0)+

+
M∑
j=1

aj bj

cj dj

 1 1

ρk(Tj) −ρk(Tj)

Zk(Tj) = φ̂(k). (3.10)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.9), (3.10) iñíó¹, ¹äèíèé i ìà¹ âèãëÿä

Zk(t) = Yk(t)

 1 1

ρk(0) −ρk(0)

−1∆−1(k)φ̂(k) (3.11)

ïðè âèêîíàííi óìîâè

det∆(k) ̸= 0, (3.12)

äå

∆(k) =

a b

c d

+
M∑
j=1

aj bj

cj dj

 1 1

ρk(Tj) −ρk(Tj)

Yk(Tj)×

×

 1 1

ρk(0) −ρk(0)

−1 , (3.13)

à Yk(t)�íîðìàëüíà â òî÷öi t = 0 ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòå-

ìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3.9).

Íåõàé ∥A∥� åâêëiäîâà íîðìà ìàòðèöi A, òîáòî ∥
√

tr(A∗A)∥, äå A∗ � ìà-

òðèöÿ, åðìiòîâî ñïðÿæåíà ç ìàòðèöåþ A, à trB � ñëiä ìàòðèöi B. Îöiíèìî

íîðìó ∥Yk∥ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi Yk = Yk(t).
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Ëåìà 3.1 ßêùî íà ïðîìiæêó [τ ′, τ ′′] ⊂ [0, T ] ôóíêöiÿ a′(t) ¹ íåâiä'¹ìíîþ,

òîáòî a′(t) ≥ 0, òî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

a(τ ′)

a(τ ′′)

∥∥Yk(τ ′)∥∥ ≤ ∥∥Yk(τ ′′)∥∥ ≤ ∥∥Yk(τ ′)∥∥, (3.14)

ÿêùî æ ôóíêöiÿ a′(t) ¹ íåäîäàòíîþ (a′(t) ≤ 0), òî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi∥∥Yk(τ ′)∥∥ ≤ ∥∥Yk(τ ′′)∥∥ ≤ a(τ ′)

a(τ ′′)

∥∥Yk(τ ′)∥∥. (3.15)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ ρk(t)

1 0

0 −1

 ¹ êîñîåðìiòîâîþ, à ìàòðèöÿ

a′(t)

2a(t)

−1 1

1 −1

� åðìiòîâîþ, òî äëÿ ìàòðèöi Y ∗k âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

dY ∗k
dt

= ρk(t)Y
∗
k

−1 0

0 1

+
a′(t)

2a(t)
Y ∗k

−1 1

1 −1

 .

Öþ ðiâíiñòü ðàçîì iç ðiâíiñòþ (3.9) äëÿ ìàòðèöi Yk âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ

ïåðåòâîðåííÿ ôîðìóëè
d∥Yk∥2

dt
= tr

(dY ∗k
dt
· Yk + Y ∗k ·

dYk
dt

)
äî âèãëÿäó

d∥Yk∥2

dt
=
a′(t)

a(t)
tr

(
Y ∗k

−1 1

1 −1

Yk

)
. (3.16)

Îñêiëüêè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi

−1 1

1 −1

 ¹ ÷èñëà −2 i 0, òî ñëiä

ìàòðèöi Y ∗k

−1 1

1 −1

Yk çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

−2
∥∥Yk∥∥2 ≤ tr

(
Y ∗k

−1 1

1 −1

Yk

)
≤ 0.

Ó òî÷êàõ íåñïàäàííÿ (a′(t) ≥ 0) ôóíêöi¨ a(t) ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (3.16)

íåäîäàòíà i −2a
′(t)

a(t)

∥∥Yk∥∥2 ≤ d∥Yk∥2

dt
≤ 0, òîìó

0 ≤ d

dt
ln
(
a(t)

∥∥Yk∥∥) ≤ d

dt
ln a(t). (3.17)
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Ó òî÷êàõ íåçðîñòàííÿ (a′(t) ≤ 0) ôóíêöi¨ a(t) ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (3.16)

íåâiä'¹ìíà, òîìó 0 ≤ d∥Yk∥2

dt
≤ −2a

′(t)

a(t)

∥∥Yk∥∥2, òîáòî
d

dt
ln a(t) ≤ d

dt
ln
(
a(t)

∥∥Yk∥∥) ≤ 0. (3.18)

Íåõàé íà ïðîìiæêó [τ ′, τ ′′] âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (3.17) àáî (3.18), òîäi

ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ íà öüîìó ïðîìiæêó âiäïîâiäíî îòðèìó¹ìî îöiíêè

0 ≤ ln
a(τ ′′)∥Yk(τ ′′)∥
a(τ ′)∥Yk(τ ′)∥

≤ ln
a(τ ′′)

a(τ ′)
, ln

a(τ ′′)

a(τ ′)
≤ ln

a(τ ′′)∥Yk(τ ′′)∥
a(τ ′)∥Yk(τ ′)∥

≤ 0,

iç ÿêèõ îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi (3.14) i (3.15) äëÿ íîðìè ìàòðèöi Yk(t).

Íàñëiäîê 3.1 ßêùî ôóíêöiÿ a(t) íà ïðîìiæêó [0, T ] ¹ ñòàëîþ, òî ôóíêöiÿ∥∥Yk∥∥ ¹ òàêîæ ñòàëîþ íà öüîìó ïðîìiæêó, ïðè÷îìó
∥∥Yk∥∥ =

√
2.

Íåõàé ïîõiäíà a′(t) çìiíþ¹ íà ïðîìiæêó [0, T ] ñâié çíàê ℓ−1 ðàç, äå ℓ ∈ N ,

i t0 = 0, tℓ = T .

ßêùî ℓ ≥ 2, òî iñíóþòü ÷èñëà t1, t2, . . . , tℓ−1 i ÷èñëà τ1, τ2, . . . , τℓ òàêi, ùî

äëÿ j = 1, . . . , ℓ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi tj−1 < τj < tj, íà ïðîìiæêó [tj−1, tj]

ôóíêöiÿ a′(t) íå çìiíþ¹ çíàê, à òàêîæ äëÿ j = 1, . . . , ℓ−1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè

a′(τj)a
′(τj+1) < 0, a′(tj) = 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aj, j = 0, 1, . . . , ℓ, çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ a(t) â òî÷öi tj.

Íàñëiäîê 3.2 ßêùî ôóíêöiÿ a′(t) íå çìiíþ¹ ñâié çíàê íà ïðîìiæêó [0, T ](
= [t0, tℓ] = [t0, t1]

)
, òî íà öüîìó ïðîìiæêó ó âèïàäêó a′(τ1) > 0 âèêîíóþ-

òüñÿ íåðiâíîñòi
A0

a(t)
≤ 1√

2

∥∥Yk∥∥ ≤ 1, (3.19)

A0

A1
≤ 1√

2

∥∥Yk(t1)∥∥ ≤ 1, (3.20)

à ó âèïàäêó a′(τ1) < 0�íåðiâíîñòi

1 ≤ 1√
2

∥∥Yk(t)∥∥ ≤ A0

a(t)
, (3.21)

1 ≤ 1√
2

∥∥Yk(t1)∥∥ ≤ A0

A1
. (3.22)
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Íàñëiäîê 3.3 ßêùî ôóíêöiÿ a'(t) íà ïðîìiæêó [0, T ] îäèí ðàç çìiíþ¹ ñâié

çíàê, òî ó âèïàäêó a′(τ1) > 0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (3.19) íà ïðîìiæêó

[0, t1] i íåðiâíîñòi (3.20) òà íåðiâíîñòi

A0

A1
≤ 1√

2

∥∥Yk(t)∥∥ ≤ A1

a(t)
, (3.23)

íà ïðîìiæêó [t1, t2]
(
= [t1, tℓ] = [t1, T ]

)
, çîêðåìà

A0

A1
≤ 1√

2

∥∥Yk(t2)∥∥ ≤ A1

A2
. (3.24)

Ó âèïàäêó a′(τ1) < 0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (3.21) íà ïðîìiæêó [0, t1]

òà íåðiâíîñòi (3.22) i íåðiâíîñòi

A1

a(t)
≤ 1√

2

∥∥Yk(t)∥∥ ≤ A0

A1
, (3.25)

íà ïðîìiæêó [t1, t2]
(
= [t1, tℓ] = [t1, T ]

)
, çîêðåìà

A1

A2
≤ 1√

2

∥∥Yk(t2)∥∥ ≤ A0

A1
. (3.26)

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè ïîõiäíà a′(t) çìiíþ¹ ñâié çíàê áiëüøå îäíîãî

ðàçó, îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi âñòàíîâëåíî â íàñòóïíié ëåìi.

Ëåìà 3.2 Íåõàé ïîõiäíà a′(t) ôóíêöi¨ a(t) íà ïðîìiæêó [0, T ] çìiíþ¹ ñâié

çíàê ℓ − 1 ðàç, ïðè÷îìó ℓ ≥ 3, i ÷èñëà t1, . . . , tℓ−1 i τ1, . . . , τℓ ¹ âèáðàíèìè.

Òîäi íà ïðîìiæêàõ [tj−1, tj] ⊂ [0, T ] ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi îöiíêè äëÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3.9).

ßêùî t ∈ [t2s−2, t2s−1], òî ó âèïàäêó a′(τ1) > 0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

A2s−2

a(t)

s−2∏
j=0

A2j

A2j+1
≤ 1√

2

∥∥Yk(t)∥∥ ≤ s−1∏
j=1

A2j−1

A2j
, (3.27)

ó âèïàäêó a′(τ1) < 0�íåðiâíîñòi

s−1∏
j=1

A2j−1

A2j
≤ 1√

2

∥∥Yk(t)∥∥ ≤ A2s−2

a(t)

s−2∏
j=0

A2j

A2j+1
. (3.28)
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ßêùî t ∈ [t2s−1, t2s], òî ó âèïàäêó a′(τ1) > 0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

s−1∏
j=0

A2j

A2j+1
≤ 1√

2

∥∥Yk(t)∥∥ ≤ A2s−1

a(t)

s−1∏
j=1

A2j−1

A2j
, (3.29)

ó âèïàäêó a′(τ1) < 0�íåðiâíîñòi

A2s−1

a(t)

s−1∏
j=1

A2j−1

A2j
≤ 1√

2

∥∥Yk(t)∥∥ ≤ s−1∏
j=0

A2j

A2j+1
. (3.30)

Êîëè s = 1, íåðiâíîñòi (3.27)�(3.30) ðîçóìi¹ìî ÿê íåðiâíîñòi (3.19),

(3.21), (3.23) i (3.25).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ ií-

äóêöi¨. Ïðèïóñòèâøè ñïî÷àòêó âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (3.27)�(3.30) äëÿ âñiõ

ïðîìiæêiâ [t0, t1], [t1, t2], . . . , [t2s−1, t2s], äîâåäåìî öi íåðiâíîñòi äëÿ íàñòóïíèõ

äâîõ ïðîìiæêiâ [t2s, t2s+1] i [t2s+1, t2s+2].

Íåõàé t íàëåæèòü ïðîìiæêó [t2s, t2s+1]. Ó âèïàäêó a′(τ1) > 0 ìà¹ìî, ùî

é a′(τ2s+1) > 0. Öå îçíà÷à¹, ùî íà ïðîìiæêó [t2s, t2s+1] âèêîíóþòüñÿ íåðiâ-

íîñòi (3.14), ÿêi çàïèøåìî ó âèãëÿäi
A2s

a(t)
≤ ∥Yk(t)∥
∥Yk(t2s)∥

≤ 1, à íà ïðîìiæêó

[t2s−1, t2s]�íåðiâíîñòi (3.29) âèãëÿäó

A0A2 · · ·A2s−2

A1A3 · · ·A2s−1
≤ ∥Yk(t2s)∥√

2
≤ A1A3 · · ·A2s−3A2s−1

A2A4 · · ·A2s−2A2s
.

Ïåðåìíîæèâøè ¨õ îòðèìà¹ìî ôîðìóëó (3.27) äëÿ ïðîìiæêó [t2s, t2s+1].

Ó âèïàäêó a′(τ1) < 0 îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (3.28) äëÿ ïðîìiæêó [t2s, t2s+1],

ïåðåìíîæèâøè íåðiâíîñòi (3.15) äëÿ ïðîìiæêó [t2s, t2s+1] i íåðiâíîñòi (3.30)

äëÿ ïðîìiæêó [t2s−1, t2s]. Íà ïiäñòàâi ôîðìóë (3.27) i (3.28) äëÿ ïðîìiæêó

[t2s, t2s+1] i ôîðìóë (3.14) i (3.15) äëÿ ïðîìiæêó [t2s+1, t2s+2] àíàëîãi÷íî îäåð-

æó¹ìî ôîðìóëè (3.29) i (3.30) äëÿ ïðîìiæêó [t2s+1, t2s+2].

Iç ëåìè 3.2 îòðèìó¹ìî íåçàëåæíi âiä k îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi

Yk(t), âèêîðèñòîâóþ÷è ÷èñëî Ã =
Amax

Amin
, ÿêå âèçíà÷à¹ ðîçìàõ êîëèâàíü ôóí-

êöi¨ a(t) (òóò Amax òà Amin�ìàêñèìàëüíå òà ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

a(t) íà âiäðiçêó [0, T ]). Î÷åâèäíî, ùî Ã ≥ 1.
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Íàñëiäîê 3.4 Íà ïðîìiæêó [0, t2j] ⊂ [0, T ] ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

Ã−j ≤ 1√
2

∥∥Yk(t)∥∥a(t)
A0
≤ Ãj, (3.31)

à íà ïðîìiæêó [0, T ]� îöiíêè

Ã−J ≤ 1√
2

∥∥Yk(t)∥∥a(t)
A0
≤ ÃJ , (3.32)

äå J �öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà (ℓ+ 1)/2.

3.1.3. Òåîðåìà iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.1), (3.2).

Çà äîïîìîãîþ îöiíîê (3.31) i (3.32) âñòàíîâèìî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ i

¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.1), (3.2) ó øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà.

Òåîðåìà 3.1 ßêùî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ φ̂(k), k ∈ Zp, âåêòîð-ôóíêöi¨ φ, çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâó ∥∥∥∥∥
ρk(0) 0

0 1

∆−1(k)φ̂(k)

∥∥∥∥∥ ≤ Ck̃σ, (3.33)

äå C, σ� äåÿêi ñòàëi, C > 0, σ ∈ R, ÿêi íå çàëåæèòü âiä âåêòîðà k, òî

ó øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u = u(t, x) çàäà÷i (3.1),

(3.2) òàêèé, ùî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]

u(t, ·) ∈ Hσ1
(Ωp

2π),
∂u

∂t
(t, ·) ∈ Hσ1−1(Ω

p
2π), (3.34)

äå σ1 < 1− σ − p/2.

Äîâåäåííÿ. Iç ôîðìóëè (3.11) îòðèìó¹ìî ðiâíiñòüρk(t) 0

0 1

Uk(t) =

ρk(t) 0

0 1

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

×
× Yk(t)

 1 1

ρk(0) −ρk(0)

−1∆−1(k)φ̂(k) =
=
a(t)

A0

1 1

1 −1

Yk(t)

1 1

1 −1

−1ρk(0) 0

0 1

∆−1(k)φ̂(k),
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ç ÿêî¨, ïåðåõîäÿ÷è äî íîðì, ìà¹ìî ñêàëÿðíó ðiâíiñòü

(
a2(t)∥k∥2

∣∣Uk1(t)
∣∣2 + ∣∣Uk2(t)

∣∣2)1/2 =
=

√
2a(t)

A0

∥∥∥∥∥Yk(t)
1 1

1 −1

−1ρk(0) 0

0 1

∆−1(k)φ̂(k)

∥∥∥∥∥.
Îöiíþþ÷è íîðìó ñïðàâà, ïåðåõîäèìî äî íåðiâíîñòi

(
a2(t)∥k∥2

∣∣Uk1(t)
∣∣2 + ∣∣Uk2(t)

∣∣2)1/2 ≤ a(t)

A0

∥∥Yk(t)∥∥
∥∥∥∥∥
ρk(0) 0

0 1

∆−1(k)φ̂(k)

∥∥∥∥∥.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.32), îòðèìó¹ìî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] íåðiâíiñòü

(
a2(t)∥k∥2

∣∣Uk1(t)
∣∣2 + ∣∣Uk2(t)

∣∣2)1/2 ≤ √2ÃJ

∥∥∥∥∥
ρk(0) 0

0 1

∆−1(k)φ̂(k)

∥∥∥∥∥, (3.35)
àáî, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (3.33), � íåðiâíiñòü(

a2(t)∥k∥2
∣∣Uk1(t)

∣∣2 + ∣∣Uk2(t)
∣∣2)1/2 ≤ √2CÃJ k̃σ. (3.36)

Îñêiëüêè äëÿ âñiõ âåêòîðiâ k ̸= 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü k̃2 ≤ 2∥k∥2 i

íåðiâíîñòi

k̃2|uk(t)|2 ≤
2

A2
min

(
a2(t)∥k∥2

∣∣Uk1(t)
∣∣2 + ∣∣Uk2(t)

∣∣2), (3.37)∣∣∣duk
dt

(t)
∣∣∣2 ≤ a2(t)∥k∥2

∣∣Uk1(t)
∣∣2 + ∣∣Uk2(t)

∣∣2, (3.38)

òî ç íåðiâíîñòåé (3.36)�(3.38) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

k̃2σ1
∣∣uk(t)∣∣2 ≤ 1

A2
min

4C2Ã2J k̃2σ1−2+2σ =
1

A2
min

4C2Ã2J k̃σ2,

k̃2σ1−2
∣∣∣duk
dt

(t)
∣∣∣2 ≤ 2C2Ã2J k̃2σ1−2+2σ = 2C2Ã2J k̃σ2.

Îá÷èñëþþ÷è íîðìè ðîçâ'ÿçêó u òà éîãî ïîõiäíî¨ ∂u/∂t, îòðèìó¹ìî íåçà-

ëåæíi âiä t îöiíêè:∥∥u(t, ·);Hσ1(Ω
p
2π)

∥∥2 − ∣∣u0(t)∣∣2 ≤ 1

A2
min

4C2Ã2J
∑

k∈Zp\{0}

k̃σ2,
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∥∥∥∂u
∂t

(t, ·);Hσ1−1(Ω
p
2π)
∥∥∥2 − ∣∣∣du0

dt
(t)
∣∣∣2 ≤ 2C2Ã2J

∑
k∈Zp\{0}

k̃σ2.

Çi çáiæíîñòi ïðè σ2 < −p ðÿäó
∑

k∈Zp\{0}
k̃σ2 âèïëèâàþòü âêëþ÷åííÿ (3.34).

Óìîâè (3.33) òåîðåìè 3.1 ïîâ'ÿçàíi ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè φ1 i φ2 íåëî-

êàëüíèõ óìîâ (3.2), òîìó äëÿ îäíèõ ïðàâèõ ÷àñòèí âîíè âèêîíóþòüñÿ, à äëÿ

iíøèõ íå âèêîíóþòüñÿ. Êðiì òîãî, â óìîâàõ íåìà¹ ïðÿìî¨ çàëåæíîñòi ÷èñëà σ

âiä ãëàäêîñòi öèõ ïðàâèõ ÷àñòèí. Äàëi äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i

(3.1), (3.2) ó øêàëi ïðîñòîðiâ Hq(Ω
p
2π) äîñëiäæó¹ìî, êîëè âèêîíóþòüñÿ íåðiâ-

íîñòi (3.33) âiäðàçó äëÿ âñiõ ôóíêöié iç ïåâíîãî ïðîñòîðó øêàëè Hq(Ω
p
2π).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ψj(k), j = 1, 2, 3, 4, åëåìåíòè ìàòðèöi ∆(k), k ∈ Zp:

∆(k) =

Ψ1(k) Ψ2(k)

Ψ3(k) Ψ4(k)

 , det∆(k) = Ψ1(k)Ψ4(k)−Ψ2(k)Ψ3(k), (3.39)

i íåõàéΦ1m(k) Φ2m(k)

Φ3m(k) Φ4m(k)

 =

 1 1

ρ(Tm) −ρ(Tm)

Yk(Tm)

 1 1

ρ(0) −ρ(0)

−1 ,
òîäi âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

∆(k) =

a b

c d

+
M∑

m=1

am bm

cm dm

Φ1m(k) Φ2m(k)

Φ3m(k) Φ4m(k)

 ,

òîáòî

Ψ1(k) = a+
M∑

m=1

amΦ1m(k) +
M∑

m=1

bmΦ3m(k),

Ψ2(k) = b+
M∑

m=1

amΦ2m(k) +
M∑

m=1

bmΦ4m(k),

Ψ3(k) = c+
M∑

m=1

cmΦ1m(k) +
M∑

m=1

dmΦ3m(k),

Ψ4(k) = d+
M∑

m=1

cmΦ2m(k) +
M∑

m=1

dmΦ4m(k).
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ßêùî ïîçíà÷èòè

Φ(k) = max
m=1,...,M

{
1,
∣∣Φ1m(k)

∣∣, ∣∣Φ2m(k)
∣∣, ∣∣Φ3m(k)

∣∣, ∣∣Φ4m(k)
∣∣}, (3.40)

òî äëÿ êîæíîãî j = 1, 2, 3, 4 ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi∣∣Ψj(k)
∣∣ ≤ (2M + 1)Φ(k).

Íà ïiäñòàâi öèõ íåðiâíîñòåé âñòàíîâëþ¹ìî, ùî ìîäóëü êîæíîãî åëåìåíòà âåê-

òîðà

∆−1(k)φ̂(k) = col
(Ψ4(k)φ̂1(k)−Ψ2(k)φ̂2(k)

det∆(k)
,
Ψ1(k)φ̂2(k)−Ψ3(k)φ̂1(k)

det∆(k)

)
,

îöiíþ¹òüñÿ çâåðõó ÷èñëîì

(2M + 1)Φ(k)
(
|φ̂1(k)|+ |φ̂2(k)|

)
| det∆(k)|

≤ (2M + 1)
√
2Φ(k)∥φ̂(k)∥

| det∆(k)|
.

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêà îöiíêà äëÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.33) ÷åðåç íîð-

ìó ïðàâî¨ ÷àñòèíè φ̂(k) óìîâ (3.7):∥∥∥∥∥
ρk(0) 0

0 1

∆−1(k)φ̂(k)

∥∥∥∥∥ ≤ (2M + 1)
√
2

max{A0, 1}k̃
1

Φ(k)
| det∆(k)|

∥∥φ̂(k)∥∥. (3.41)

3.1.4. Äîñëiäæåííÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ. Íàñòóïíèì êðîêîì áóäå

âñòàíîâëåííÿ îöiíîê çíèçó äðîáiâ
1

Φ(k)

∣∣ det∆(k)
∣∣, k ∈ Zp, ÿêi ¹ ôóíêöiÿìè

ïàðàìåòðiâ a, b, c, d, am, bm, cm, dm, äå m = 1, . . . ,M . Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà

α =
(
a, b, c, d, a1, b1, c1, d1, . . . , aM , bM , cM , dM

)
∈ O4(M+1) ïàðàìåòðiâ âèõiäíî¨

çàäà÷i, äå O � îäèíè÷íèé êðóã ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè, òàêî¨ îöiíêè, âçàãàëi, íå iñíó¹. ßêîþ á ìàëîþ íå áóëà (íàïåðåä çà-

äàíà) ôóíêöiÿ χ(k), çíàéäåòüñÿ òàêèé âåêòîð α ∈ O4(M+1), ùî áåçëi÷ ðàçiâ

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
1

Φ(k)

∣∣ det∆(k)
∣∣ < χ(k). Òàêi çíàìåííèêè ìàþòü íàçâó

ìàëèõ çíàìåííèêiâ. Âèðiøåííÿ ïðîáëåìè ìàëèõ çíàìåííèêiâ, òîáòî âñòàíîâ-

ëåííÿ äëÿ íèõ îöiíêè çíèçó, ¹ çàäà÷åþ ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ äiîôàíòîâèõ íàáëè-

æåíü, â îñíîâi ÿêî¨ çàêëàäåíî ìåòðè÷íèé ïiäõiä äî ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷.
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Ìàëi çíàìåííèêè âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi ðiçíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöi-

àëüíèõ i äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ çàäà÷ â iíøèõ ãàëóçÿõ

ìàòåìàòèêè [38]. Òàêi çàäà÷i, çàçâè÷àé, ¹ íåêîðåêòíèìè (óìîâíî êîðåêòíèìè).

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îöiíîê çíèçó çíàìåííèêiâ ó ôîðìóëi (3.41) òàêîæ âèêîðè-

ñòà¹ìî ìåòðè÷íèé ïiäõiä. Ïðè öüîìó íà ïiäìíîæèíi Λ içO4(M+1) çàäà¹ìî ìiðó

measΛ, ÿêà iíäóêó¹òüñÿ ìiðîþ Ëåáå à ó ïðîñòîði R8(M+1).

Òåîðåìà 3.2 Íåõàé det∆(k) i Φ(k) âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ôîðìóëàìè

(3.39) i (3.40). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë r > p i 0 < ε < 1 äëÿ âñiõ âåêòîðiâ

α ∈ O4(M+1) \Bε âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣ det∆(0)
∣∣ ≥ ε

max{
√
2, (2 + T )Amin}

6πÃJC1max{A0, 1}
,

i äëÿ âñiõ âåêòîðiâ k ∈ Zp \ {0}�íåðiâíiñòü

1

Φ(k)

∣∣ det∆(k)
∣∣ ≥ ε

C1
k̃−r. (3.42)

Òóò Bε� äåÿêà ìíîæèíà ç ìiðîþ Ëåáå à measBε ≤ ε, ñòàëà C1, ùî çàëå-

æèòü âiä r, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

C1 = 2π8
(
max{

√
2, (2 + T )Amin}

6πÃJ max{A0, 1}
+

∑
k∈Zp\{0}

k̃−r
)
.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(k) ìíîæèíó òèõ âåêòîðiâ α ∈ O4(M+1),

ÿêi ïðè ôiêñîâàíîìó k ∈ Zp\{0} çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó, ïðîòèëåæíó äî (3.42):

1

Φ(k)

∣∣ det∆(k)
∣∣ < ζ2(k), (3.43)

äå ζ(k) =
√
ε/C1k̃r. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó òàêi âåêòîðè k ∈ Zp \{0}, äëÿ ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Φ(k) = 1. Òîäi çãiäíî ç ôîðìóëîþ (3.39) îòðèìà¹ìî òàêó

ôàêòîðèçàöiþ:

1

Φ(k)

∣∣ det∆(k)
∣∣ = ∣∣Ψ4(k)

∣∣∣∣∣Ψ1(k)−Ψ2(k)Ψ3(k)
1

Ψ4(k)

∣∣∣. (3.44)
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Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ÷èñåë d ∈ O, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣∣d+ M∑
m=1

cmΦ2m(k) +
M∑

m=1

dmΦ4m(k)
∣∣∣ < ζ(k) (3.45)

ïðè iíøèõ ôiêñîâàíèõ åëåìåíòàõ âåêòîðà α ∈ O4(M+1). Öÿ ìíîæèíà ¹ ÷àñòè-

íîþ êðóãà ðàäióñà ζ(k), òîìó ¨¨ ìiðà ìåíøà, íiæ ïëîùà πζ2(k) öüîãî êðóãà.

Iíòåãðóþ÷è çà âñiìà iíøèìè çìiííèìè α′ íà ìíîæèíi O4M+3, îòðèìó¹ìî îöií-

êó

measB′0(k) < π4(M+1)ζ2(k),

äå B′0(k)�ìíîæèíà âåêòîðiâ α ∈ O4(M+1), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(3.45).

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó òèõ ÷èñåë α, äëÿ ÿêèõ ïðè iíøèõ ôiêñîâàíèõ åëå-

ìåíòàõ âåêòîðà α ∈ O4(M+1) \B′0(k) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣a+ a1Φ1(k) + b1Φ3(k)−Ψ2(k)Ψ3(k)
1

Ψ4(k)

∣∣∣ < ζ(k). (3.46)

Öÿ ìíîæèíà òàêîæ ìà¹ ìiðó ìåíøó, íiæ ÷èñëî πζ2(k), òîìó ìíîæèíà B′′0 (k)

òèõ α ∈ O4(M+1) \B′0(k), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.46), ìà¹ ìiðó

measB′′0 (k) < π4(M+1)ζ2(k).

ßêùî α ̸∈ B′0(k)∪B′′0 (k), òî âèêîíóþòüñÿ ïðîòèëåæíi äî íåðiâíîñòåé (3.45)

i (3.46) íåðiâíîñòi, à, îòæå, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (3.44) íå âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

(3.43), òîìó B0(k) ⊂ B′0(k) ∪B′′0 (k) i ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

measB(k) < 2π4(M+1)ζ2(k) =
1

C1
2π4(M+1)εk̃−r. (3.47)

ßêùî Φ(k) =
∣∣Φjm(k)

∣∣, m = 1, . . . ,M , òî çàìiñòü (3.44) âèêîðèñòîâó¹ìî
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òàêi ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi
∣∣∣ 1

Φjm(k)
det∆(k)

∣∣∣ ïðè j = 1, 2, 3, 4 âiäïîâiäíî:

∣∣∣∣∣d+ det

 1
Φ2m(k)

Φ1m(k)

Ψ3(k) Ψ4(k)− d

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
am +

Ω1m(k)

det

Φ1m(k) Φ2m(k)

Ψ3(k) Ψ4(k)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣a+ det

Ψ1(k)− a Ψ2(k)

Φ1m(k)

Φ2m(k)
1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cm +

Ω2m(k)

det

 Ψ1(k) Ψ2(k)

Φ1m(k) Φ2m(k)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣d+ det

 1
Φ4m(k)

Φ3m(k)

Ψ3(k) Ψ4(k)− d

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bm +

Ω3m(k)

det

Φ3m(k) Φ4m(k)

Ψ3(k) Ψ4(k)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣a+ det

Ψ1(k)− a Ψ2(k)

Φ3m(k)

Φ4m(k)
1

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dm +

Ω4m(k)

det

 Ψ1(k) Ψ2(k)

Φ3m(k) Φ4m(k)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(3.48)

äå

Ω1m(k) = det

Ψ1(k)− amΦ1m(k) Ψ2(k)− amΦ2m(k)

Ψ3(k) Ψ4(k)

 ,

Ω2m(k) = det

 Ψ1(k) Ψ2(k)

Ψ3(k)− cmΦ1m(k) Ψ4(k)− cmΦ2m(k)

 ,

Ω3m(k) = det

Ψ1(k)− bmΦ3m(k) Ψ2(k)− bmΦ4m(k)

Ψ3(k) Ψ4(k)

 ,

Ω4m(k) = det

 Ψ1(k) Ψ2(k)

Ψ3(k)− dmΦ3m(k) Ψ4(k)− dmΦ4m(k)

 .

(3.49)
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Âèðàçè ïiä çíàêîì ìîäóëÿ ó ôîðìóëàõ (3.48) ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè ñâî-

¨õ ïåðøèõ äîäàíêiâ; âèçíà÷íèêè ó ôîðìóëàõ (3.49) ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè

êîåôiöi¹íòiâ óìîâ (3.2).

Ìíîæèíè, äëÿ åëåìåíòiâ ÿêèõ âêàçàíi ëiíiéíi ôóíêöi¨ ó ôîðìóëàõ (3.48)

i (3.49) ìåíøi, íiæ ζ(k), ìàþòü òàêó æ ìiðó, ÿê i ó âèïàäêó Φ(k) = 1, òîáòî

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ k ∈ Zp \ {0} âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.47).

ßêùî k = 0, òî

det∆(0) =
(
d+

M∑
j=1

(cjTj+dj)
)(

a+
M∑
j=1

aj−

(
c+

M∑
j=1

cj

)(
b+

M∑
j=1

(ajTj + bj)
)

d+
M∑
j=1

(cjTj + dj)

)
.

Íåðiâíiñòü∣∣∣d+ M∑
j=1

(cjTj + dj)
∣∣∣ < ζ(0), äå ζ(0) =

(
ε
max{

√
2, (2 + T )Amin}

6πÃJC1max{A0, 1}

)1/2

,

âèêîíó¹òüñÿ íà ïiäìíîæèíi B′(0) ìíîæèíè O4(M+1), ìiðà ÿêî¨ çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíiñòü measB′(0) < π4(M+1)ζ2(0), à íåðiâíiñòü

∣∣∣∣∣a+
M∑
j=1

aj −

(
c+

M∑
j=1

cj

)(
b+

M∑
j=1

(ajTj + bj)
)

d+
M∑
j=1

(cjTj + dj)

∣∣∣∣∣ < ζ(0)

âèêîíó¹òüñÿ íà ìíîæèíi B′′(0) ⊂ O4(M+1), ìiðà ÿêî¨ ñïðàâäæó¹ íåðiâíiñòü

measB′′(0) < π4(M+1)ζ2(0). Òîáòî íà ìíîæèíi O4(M+1) \ B(0) = O4(M+1) \

(B′(0) ∪B′′(0)), äå measB(0) < 2π4(M+1)ζ2(0), âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣ det∆(0)
∣∣ ≥ ζ2(0).

Íà ìíîæèíi O4(M+1) \ B(k) ôóíêöiÿ
1

Φ(k)

∣∣∆(k)
∣∣ âåêòîðà α çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (3.42) äëÿ ôiêñîâàíîãî íåíóëüîâîãî öiëî÷èñëîâîãî âåêòîðà k, à íà ìíî-

æèíi
∩

k∈Zp

(
O4(M+1) \B(k)

)
= O4(M+1) \Bε, Bε =

∪
k∈Zp

B(k), äå

measBε ≤
∑
k∈Zp

measB(k) < 2π8
ε

C1

(
max{

√
2, (2 + T )Amin}

6πÃJ max{A0, 1}
+
∑

k∈Zp\{0}

k̃−r
)

= ε,
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îöiíêà (3.42) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ öiëî÷èñëîâèõ âåêòîðiâ k.

Òåïåð iç îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi (3.42) i ôîðìóëè (3.41) ìà¹ìî íåðiâíiñòü∥∥∥∥∥
ρk(0) 0

0 1

∆−1(k)φ̂(k)

∥∥∥∥∥ ≤ 1

ε
6π
√
2C1max{A0, 1}k̃1+r

∥∥φ̂(k)∥∥, (3.50)

ÿêó çàñòîñó¹ìî ïðè äîâåäåííi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.3 Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ÷èñåë r > p i 0 < ε < 1 iñíó¹ ìíîæèíà

Bε ⊂ O4(M+1), ìiðà ÿêî¨ measBε ìåíøà, íiæ ε, òàêà, ùî äëÿ âñiõ ôóíêöié

φ1 ∈ Hr+1(Ω
p
2π), φ2 ∈ Hr+1(Ω

p
2π) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u = u(t, x) çàäà÷i

(3.1), (3.2), ïðè÷îìó u(t, ·) ∈ H1(Ω
p
2π),

∂u

∂t
(t, ·) ∈ H0(Ω

p
2π) äëÿ âñiõ âåêòîðiâ

α iç ìíîæèíè O4(M+1) \Bε i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi∥∥u(t, ·);H1(Ω
p
2π)
∥∥ ≤ 1

ε
C2∥φ;Hr+1(Ω

p
2π)∥, (3.51)

∥∥∂u
∂t

(t, ·);H0(Ω
p
2π)
∥∥ ≤ 1

ε
C3∥φ;Hr+1(Ω

p
2π)∥, (3.52)

äå C2 =
√
2C3/Amin, C3 = 12πÃJC1max{A0, 1}, J �öiëà ÷àñòèíà ÷è-

ñëà (ℓ + 1)/2, ℓ − 1�÷èñëî çìií çíàêó ôóíêöi¨ a′(t) íà ïðîìiæêó [0, T ],

Ã = Amax/Amin, Amax = max
t∈[0,T ]

a(t), Amin = min
t∈[0,T ]

a(t).

Äîâåäåííÿ. Iç íåðiâíîñòi (3.35) i íåðiâíîñòi (3.50), ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

âñiõ âåêòîðiâ ìíîæèíè O4(M+1) \ Bε, äëÿ êîæíîãî âåêòîðà k ∈ Zp \ {0} âè-

ïëèâà¹ íåðiâíiñòü

(
a2(t)∥k∥2

∣∣Uk1(t)
∣∣2 + ∣∣Uk2(t)

∣∣2)1/2 ≤ 1

ε
12πÃJC1max{A0, 1}k̃1+r

∥∥φ̂(k)∥∥.
Òàêó íåðiâíiñòü ðàçîì iç íåðiâíîñòÿìè (3.37) i (3.38) âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ

îòðèìàííÿ íàñòóïíèõ íåðiâíîñòåé:

k̃2
∣∣uk(t)∣∣2 ≤ 1

ε2A2
min

288π2Ã2JC2
1

(
max{A0, 1}

)2
k̃2+2r

∥∥φ̂(k)∥∥2,
∣∣∣duk
dt

(t)
∣∣∣2 ≤ 1

ε2
144π2Ã2JC2

1

(
max{A0, 1}

)2
k̃2+2r

∥∥φ̂(k)∥∥2.
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Öi íåðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ òàêîæ ïðè k = 0. Äiéñíî, iç ñèñòåìè ðiâíÿíü

(3.8) îòðèìó¹ìî âåêòîð

∆−1(0)φ̂(0) =
1

det∆(0)

(d+ d1 + c1T )φ̂1(0)− (b+ b1 + a1T )φ̂2(0)

(a+ a1)φ̂2(0)− (c+ c1)φ̂1(0)

 ,

êîìïîíåíòè ÿêîãî îöiíþþòüñÿ çâåðõó ÷èñëîì
√
2(2+T )

1

| det∆(0)|
∥∥φ̂(0)∥∥, òîá-

òî
∥∥∆−1(0)φ̂(0)∥∥ ≤ 2(2+T )

1

| det∆(0)|
∥∥φ̂(0)∥∥ = 2(2+T )

1

|ζ(0)|
∥∥φ̂(0)∥∥, à òàêîæ

äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

max
{∣∣u0(t)∣∣2, ∣∣∣du0

dt
(t)
∣∣∣2} ≤ (2(2 + T )ζ(0)

)2
(2 + T 2)

∥∥φ̂(0)∥∥2.
Ç öi¹¨ îöiíêè ìà¹ìî øóêàíi íåðiâíîñòi.

Çà óìîâàìè òåîðåìè ôóíêöi¨ φ1 ∈ Hr+1(Ω
p
2π), φ2 ∈ Hr+1(Ω

p
2π), òîìó âiäïî-

âiäíi ðÿäè äëÿ ðîçâ'ÿçêó
∑
k∈Zp

k̃2
∣∣uk(t)∣∣2 i éîãî ïîõiäíî¨ ∑

k∈Zp

∣∣∣duk
dt

(t)
∣∣∣2 ¹ çáiæíè-

ìè äëÿ âñiõ ÷èñåë t ∈ [0, T ] ðàçîì iç ðÿäîì
∑
k∈Zp

k̃2r+2∥φ̂(k)∥2.

Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1), (3.2) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] ïðèéìà¹

çíà÷åííÿ ó ïðîñòîði H1(Ω
p
2π), à éîãî ïîõiäíà çà t�ó ïðîñòîði H0(Ω

p
2π), i âè-

êîíóþòüñÿ îöiíêè∥∥u(t, ·);H1(Ω
p
2π)
∥∥2 ≤ 1

ε2A2
min

288π2Ã2JC2
1

(
max{A0, 1)}

)2
;Hr+1(Ω

p
2π)∥φ∥2,∥∥∥∂u

∂t
(t, ·);H0(Ω

p
2π)
∥∥∥2 ≤ 1

ε2
144π2Ã2JC2

1

(
max{A0, 1}

)2
;Hr+1(Ω

p
2π)∥φ∥2,

ÿêi åêâiâàëåíòíi øóêàíèì îöiíêàì (3.51), (3.52).

Íàñëiäîê 3.5 Íåõàé ôóíêöi¨ φ1 ∈ Hr+q(Ω
p
2π), φ2 ∈ Hr+q(Ω

p
2π), q ∈ R, i

âèêîíóþòüñÿ âñi iíøi óìîâè òåîðåìè 3.3. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u =

u(t, x) çàäà÷i (3.1), (3.2), ïðè÷îìó u(t, ·) ∈ Hq(Ω
p
2π),

∂u

∂t
(t, ·) ∈ Hq−1(Ω

p
2π) äëÿ

âñiõ âåêòîðiâ ìíîæèíè O4(M+1) \Bε i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi∥∥u(t, ·);Hq(Ω
p
2π)
∥∥ ≤ 1

ε
C2∥φ;Hr+q(Ω

p
2π)∥,∥∥∥∂u

∂t
(t, ·);Hq−1(Ω

p
2π)
∥∥∥ ≤ 1

ε
C3∥φ;Hr+q(Ω

p
2π)∥.
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Íàñëiäîê 3.6 Äëÿ ðîçâ'ÿçêó u = u(t, x) çàäà÷i (3.1), (3.2) ñïðàâäæó¹òüñÿ

òàêîæ îöiíêà

a2(t)
∥∥√∆u(t, ·);Hq−1(Ω

p
2π)
∥∥+ ∥∥∥∂u

∂t
(t, ·);Hq−1(Ω

p
2π)
∥∥∥ ≤ C3

ε
∥φ;Hr+q(Ω

p
2π)∥,

äå îïåðàòîð
√
∆ η = i

∑
k∈Zp

∥k∥η̂(k)eikx äëÿ ôóíêöi¨ η =
∑
k∈Zp

η̂(k)eikx.

Çàóâàæåííÿ 3.2 Çà óìîâ òåîðåìè 3.3 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1), (3.2) iñíó¹ íå

ëèøå â îáëàñòi O4(M+1)\Bε, àëå é ó øèðøié îáëàñòi O4(M+1)\B, äå measB =

0, ïðîòå äëÿ âåêòîðà α ∈ Bε \ B âçàãàëi íå âèêîíóþòüñÿ îöiíêè (3.51),

(3.52), à âèêîíóþòüñÿ ñëàáøi (çàëåæíi âiä α) îöiíêè
∥∥u(t, ·);H1(Ω

p
2π)
∥∥ ≤

C4 ∥φ;Hr+1(Ω
p
2π)∥,

∥∥∥∂u
∂t

(t, ·);H0(Ω
p
2π)
∥∥∥ ≤ C5 ∥φ;Hr+1(Ω

p
2π)∥, äå ñòàëi C4 i C5

íå çàëåæàòü âiä âåêòîðà k, àëå çàëåæàòü âiä âåêòîðà α i ¹ íåîáìåæåíèìè

íà ìíîæèíi Bε \B.

3.2. Íåëîêàëüíà äâîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâ-

íÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çà t çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ó äåêàðòîâîìó äîáóòêó ÷àñîâîãî âiäðiçêà òà ïðîñòîðîâîãî áàãàòîâèìiðíîãî

òîðà äîñëiäæåíî çàäà÷ó ç íåëîêàëüíèìè äâîòî÷êîâèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

çà ÷àñîì äëÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çà t çi çìiííèìè

çà ÷àñîì êîåôiöi¹íòàìè. Âñòàíîâëåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ó øêàëi ïðîñòîðiâ

Ñîáîë¹âà äëÿ ìàéæå âñiõ (çà âèíÿòêîì ìíîæèíè íàïåðåä çàäàíî¨ ìàëî¨ ìiðè)

âåêòîðiâ, ñêëàäåíèõ iç êîåôiöi¹íòiâ íåëîêàëüíèõ óìîâ. Äîâåäåíî ìåòðè÷íó

òåîðåìó ïðî îöiíêó çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi ¹ íåëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè

ïàðàìåòðiâ çàäà÷i.

Âñòóï. Íåëîêàëüíi äâîòî÷êîâi i áàãàòîòî÷êîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü òà ñè-

ñòåì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íàëåæàòü äî êëàñó íåêîðåêòíèõ çà

Àäàìàðîì çàäà÷. Öi çàäà÷i äëÿ áåçòèïíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ðîçãëÿäóþòüñÿ, íà-

ïðèêëàä, â îáëàñòi Dp = {(t, x) : t ∈ [0, T ], x ≡ (x1, . . . , xp) ∈ Ωp
2π}, äå
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Ωp
2π � p-âèìiðíèé òîð (R/2πZ)p, ïîâ'ÿçàíi ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííè-

êiâ [50�52,54,57,64,66,68,76].

Íà îñíîâi ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó ó ðîáîòàõ [112, ãë. 5], [113, �11, 13] âñòàíîâ-

ëåíà ðîçâ'ÿçíiñòü íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ó êëàñi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà Hq(Ω
p
2π), q ∈ R, ôóí-

êöié 2π-ïåðiîäè÷íèõ çà x1, . . . , xp. Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî òàêîæ i

äëÿ iíøèõ îáëàñòåé [?, 26, 29]. Ó âèïàäêó ðiâíÿíü, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàëå-

æàòü âiä çìiííî¨ t, íåëîêàëüíi çàäà÷i, âçàãàëi, íå ¹ ðîçâ'ÿçíèìè ó öié øêàëi

ïðîñòîðiâ [67]; øêàëîþ ðîçâ'ÿçíîñòi öèõ çàäà÷ ¹ øêàëà ïðîñòîðiâ ôóíêöié,

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ÿêèõ ìàþòü åêñïîíåíöiàëüíó ïîâåäiíêó [70].

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî äëÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðó-

ãîãî ïîðÿäêó øêàëà Hq(Ω
p
2π) ¹, ÿê i äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè,

øêàëîþ ðîçâ'ÿçíîñòi äâîòî÷êîâèõ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü çi çìiííèìè

çà àðãóìåíòîì t êîåôiöi¹íòàìè. Ðàíiøå äåÿêi íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ ãiïåðáî-

ëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ôàêòîðèçîâàíèõ

òà äåÿêèõ iíøèõ ðiâíÿíü ðîçãëÿäàëèñÿ ó ðîáîòàõ [28,108].

3.2.1. Ïîçíà÷åííÿ. ÍåõàéHn
l,q(Dp), l, q ∈ R, n ∈ N, � áàíàõiâ ïðîñòið

ôóíêöié u = u(t, x) òàêèõ, ùî Dj
tu ∈ C

(
[0, T ],Hq−lj(Ω

p
2π)
)
äëÿ êîæíîãî j =

0, 1, . . . , n; íîðìó â öüîìó ïðîñòîði âèçíà÷èìî ôîðìóëîþ

∥u;Hn
l,q(Dp)∥ =

( n∑
j=0

∥Dj
tu;C

(
[0, T ],Hq−lj(Ω

p
2π)
)
∥2
)1/2

, Dt = ∂/∂t.

Ðîçãëÿíåìî â îáëàñòi Dp çàäà÷ó ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè

D2
tu+ ia1(t,D)Dtu− a2(t,D)u = 0, i =

√
−1, (3.53)

b00(D)u|t=0 + b01(D)Dtu|t=0 + c00(D)u|t=T + c01(D)Dtu|t=T = φ0,

b10(D)u|t=0 + b11(D)Dtu|t=0 + c10(D)u|t=T + c11(D)Dtu|t=T = φ1,
(3.54)
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äå

a1(t,D) =
∑
|s|=l

a1s(t)D
s, a2(t,D) =

∑
|s|=2l

a2s(t)D
s,

bαβ(D) =
∑

|s|≤(2−β)l

bαβsD
s, cαβ(D) =

∑
|s|≤(2−β)l

cαβsD
s,

a1s(t) òà a2s(t) � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi íà ïðîìiæêó [0, T ] ôóíêöi¨, bαβs

òà cαβs � êîìïëåêñíi ÷èñëà ç îäèíè÷íîãî êðóãà O iç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîð-

äèíàò êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè; Dj = −i∂/∂xj, j = 1, . . . , p; ÷èñëî l � çâåäåíèé

ïîðÿäîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.53).

Ñòðîãà ãiïåðáîëi÷íiñòü ðiâíÿííÿ (3.53) îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñiõ ξ ∈ Rp \ {0}

ðiâíÿííÿ λ2 + a1(t, ξ)λ+ a2(t, ξ) = 0 ìà¹ äâà äiéñíi ðiçíi êîðåíi.

3.2.2. Çâåäåííÿ äî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. ßêùî

ôóíêöiÿ u =
∑
k∈Zp

uk(t)e
i(k,x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.53), (3.54), òî êîåôiöi¹íòè

uk(t), k ∈ Zp, ìîæíà çíàéòè, ðîçâ'ÿçóþ÷è òàêó çàäà÷ó:

u′′k(t) + ia1(t, k)u
′
k(t)− a2(t, k)uk(t) = 0, (3.55)

b00(k)uk(0) + b01(k)u
′
k(0) + c00(k)uk(T ) + c01(k)u

′
k(T ) = φ̂0(k),

b10(k)uk(T ) + b11(k)u
′
k(0) + c10(k)uk(T ) + c11(k)u

′
k(T ) = φ̂1(k),

(3.56)

äå φ̂0(k), φ̂1(k), k ∈ Zp, � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöié φ0, φ1 âiäïîâiäíî.

×åðåç λ1(t, k) òà λ2(t, k) ïîçíà÷èìî êîðåíi ðiâíÿííÿ

λ2 + ã1(t, k)λ+ ã2(t, k) = 0, k ̸= 0,

êîåôiöi¹íòè ã1(t, k) = a1(t, k/k̃), ã2(t, k) = a2(t, k/k̃) ÿêîãî ¹ îáìåæåíèìè

ôóíêöiÿìè. Ââàæàòèìåìî, ùî λ1(t, k) > λ2(t, k) i, âíàñëiäîê ñòðîãî¨ ãiïåðáî-

ëi÷íîñòi ðiâíÿííÿ (3.53), äiñòà¹ìî, ùî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]

min
k∈Zp\{0}

(
λ1(t, k)− λ2(t, k)

)
= λ(t) ≥ d > 0.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî λ1(·, k) òà λ2(·, k) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè

îáìåæåíèìè ôóíêöiÿìè äëÿ âñiõ k ∈ Zp \ {0}.
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ßêùî Uk(t) = col
(
k̃2luk(t), k̃

lu′k(t)
)
, k ∈ Zp, òî çàäà÷ó (3.55), (3.56) ìîæíà

çâåñòè äî òàêî¨ çàäà÷i:

U ′k(t)−

 0 1

ã2(t, k) −iã1(t, k)

Uk(t) = 0, k ∈ Zp, (3.57)

b̃00(k) b̃01(k)

b̃10(k) b̃11(k)

Uk(0) +

c̃00(k) c̃01(k)

c̃10(k) c̃11(k)

Uk(T ) =

φ̂0(k)

φ̂1(k)

 , (3.58)

äå b̃ij(k) = bij(k)k̃
(j−2)l, c̃ij(k) = cij(k)k̃

(j−2)l.

Äëÿ íåâèðîäæåíî¨ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨ ìàòðèöi

Rk(t) =

 1 1

iλ1(t, k) iλ2(t, k)


âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi: 0 1

ã2(t, k) −iã1(t, k)

Rk(t) = Rk(t)

iλ1(t, k) 0

0 iλ2(t, k)

 ,

detRk(t) = −i
(
λ1(t, k)− λ2(t, k)

)
,

R−1k (t) =
(
detRk(t)

)−1 iλ2(t, k) −1

−iλ1(t, k) 1

 ,

R′k(t) =

 0 0

iλ′1(t, k) iλ′2(t, k)

 ,

R−1k (t)R′k(t) =
1

λ1(t, k)− λ2(t, k)

 λ′1(t, k) λ′2(t, k)

−λ′1(t, k) −λ′2(t, k)

 ,

äå R′k(t) = dRk(t)/dt, λ′1(t, k) = dλ1(t, k)/dt, λ′2(t, k) = dλ2(t, k)/dt, ïðè÷îìó

λ′1(t, k) =
ã′1(t, k)λ1(t, k) + ã′2(t, k)

λ2(t, k)− λ1(t, k)
, λ′2(t, k) =

ã′1(t, k)λ2(t, k) + ã′2(t, k)

λ1(t, k)− λ2(t, k)
.

3.2.3. Óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i. Ââåäåìî íîâèé íåâiäîìèé âåêòîð

Zk = Zk(t) çà ôîðìóëîþ

Uk(t) = Rk(t)Zk(t). (3.59)
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Ïiäñòàâèìî (3.59) ó ôîðìóëè (3.57) òà (3.58), òîäi

Z ′k(t) = R−1k (t)

 0 1

ã2(t, k) −iã1(t, k)

Rk(t)Zk(t)−R−1k (t)R′k(t)Zk(t),

òîáòî

Z ′k(t) = i

λ1(t, k) 0

0 λ2(t, k)

Zk(t)+

+
1

λ1(t, k)− λ2(t, k)

−λ′1(t, k) −λ′2(t, k)
λ′1(t, k) λ′2(t, k)

Zk(t) (3.60)

i b̃00(k) b̃01(k)

b̃10(k) b̃11(k)

Rk(0)Zk(0)+

+

c̃00(k) c̃01(k)

c̃10(k) c̃11(k)

Rk(T )Zk(T ) =

φ̂0(k)

φ̂1(k)

 . (3.61)

Ðîçâ'ÿçîê Zk, k ̸= 0, çàäà÷i (3.60), (3.61) iñíó¹ i ¹ ¹äèíèì, ÿêùî

det∆(k) ̸= 0, (3.62)

äå

∆(k) =

b̃00(k) b̃01(k)

b̃10(k) b̃11(k)

+

c̃00(k) c̃01(k)

c̃10(k) c̃11(k)

Rk(T )Yk(T )R
−1
k (0),

Yk(t)�íîðìàëüíà
(
Yk(0) =

(
1 0
0 1

))
ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñè-

ñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3.60); âií çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Zk(t) = Yk(t)R
−1
k (0)∆−1(k)

φ̂0(k)

φ̂1(k)

 . (3.63)

Íåõàé ∥A∥ =
√

tr(A∗A) � åâêëiäîâà íîðìà ìàòðèöi A, äå A∗ � ìàòðèöÿ,

åðìiòîâî ñïðÿæåíà ç A, trB � ñëiä ìàòðèöi B. Îöiíèìî íîðìó ∥Yk∥ ôóíäà-

ìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi Yk = Yk(t).
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Ëåìà 3.3 ßêùî θ(t, k) i −θ1(t, k), θ(t, k) ≥ −θ1(t, k), � âëàñíi ÷èñëà ñèìå-

òðè÷íî¨ ìàòðèöi −λ′1(t, k)
λ′1(t, k)− λ′2(t, k)

2
λ′1(t, k)− λ′2(t, k)

2
λ′2(t, k)

 ,

òîáòî êîðåíi êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ(
θ +

λ′1(t, k)− λ′2(t, k)
2

)2

=

(
λ′1(t, k)− λ′2(t, k)

2

)2

+

(
λ′1(t, k) + λ′2(t, k)

2

)2

,

òî äëÿ äîâiëüíèõ t′, t′′ ∈ [0, T ] òàêèõ, ùî t′′ > t′, i äëÿ âñiõ k ∈ Zp \ {0}

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

exp

(
−
∫ t′′

t′

θ1(τ, k)dτ

λ1(τ, k)− λ2(τ, k)

)
≤ ∥Yk(t

′′)∥
∥Yk(t′)∥

,

∥Yk(t′′)∥
∥Yk(t′)∥

≤ exp

(∫ t′′

t′

θ(τ, k)dτ

λ1(τ, k)− λ2(τ, k)

)
.

(3.64)

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ diag(iλ1(t, k), iλ2(t, k)) ¹ êîñîåðìiòîâîþ, à ìàòðèöÿ

1

λ1(t, k)− λ2(t, k)

−λ′1(t, k) −λ′2(t, k)
λ′1(t, k) λ′2(t, k)


¹ äiéñíîçíà÷íîþ äëÿ âñiõ k ̸= 0 i t ∈ [0, T ], òîìó ôîðìóëó (3.60) ìîæíà

çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

Z∗k
′(t) = −iZ∗k(t)

λ1(t, k) 0

0 λ2(t, k)

+

+
Z∗k(t)

λ1(t, k)− λ2(t, k)

−λ′1(t, k) λ′1(t, k)

−λ′2(t, k) λ′2(t, k)

 . (3.65)

Iç ôîðìóëè
(
∥Yk∥2

)′
= tr

(
Y ∗k
′Yk+Y

∗
k Y
′
k

)
i ôîðìóë (3.60) òà (3.65), ùî ñïðàâä-

æóþòüñÿ òàêîæ i äëÿ ìàòðèöi Yk, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü(
∥Yk∥2

)′
=

1

λ1(t, k)− λ2(t, k)
×
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× tr
(
Y ∗k

 −2λ′1(t, k) λ′1(t, k)− λ′2(t, k)

λ′1(t, k)− λ′2(t, k) 2λ′2(t, k)

Yk

)
,

ç ÿêî¨ íà ïiäñòàâi óìîâ ëåìè îòðèìà¹ìî íåðiâíîñòi

−2θ1(t, k)
λ1(t, k)− λ2(t, k)

∥Yk∥2 ≤
(
∥Yk∥2

)′ ≤ 2θ(t, k)

λ1(t, k)− λ2(t, k)
∥Yk∥2.

Iíòåãðóâàííÿ íà ïðîìiæêó [t′, t′′] äà¹ íåðiâíîñòi (3.64). Ëåìó äîâåäåíî.

Îñêiëüêè ∥Yk(0)∥2 = 2, òî ç ëåìè 3.3 âèïëèâà¹, ùî

exp

(
− 2

∫ t

0

θ1(τ, k)dτ

λ1(τ, k)− λ2(τ, k)

)
≤ ∥Yk∥

2

2
, t ∈ [0, T ],

∥Yk∥2

2
≤ exp

(
2

∫ t

0

θ(τ, k)dτ

λ1(τ, k)− λ2(τ, k)

)
, t ∈ [0, T ].

(3.66)

Ó âèïàäêó k = 0 çàäà÷à (3.57), (3.58) íàáóâà¹ âèãëÿäó

U ′0(t)−

0 1

0 0

U0(t) = 0,

b000 b010

b100 b110

U0(0) +

c000 c010

c100 c110

U0(T ) =

φ̂0(0)

φ̂1(0)

 .

Î÷åâèäíî, ùî U0(t) =

1 t

0 1

C01

C02

 , äå ñòàëi C01 òà C02 âèçíà÷àþòüñÿ iç

ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíüb000 + c000 b010 + c000T + c010

b100 + c100 b110 + c100T + c110

C01

C02

 =

φ̂0(0)

φ̂1(0)

 ,

ìàòðèöÿ ∆(0) ÿêî¨ ìà¹ âèçíà÷íèê

det∆(0) = T det

b000 c000

b100 c100

+ det

b000 + c000 b010 + c010

b100 + c100 b110 + c110

 . (3.67)

ßêùî det∆(0) = 0, òî çàäà÷à (3.57), (3.58) ïðè k = 0 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó àáî

ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ; ÿêùî æ det∆(0) ̸= 0, òî

U0(t) =

1 t

0 1

∆−1(0)

φ̂0(0)

φ̂1(0)

 (3.68)
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¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.57), (3.58).

Òåîðåìà 3.4 ßêùî det∆(0) ̸= 0 i êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ φ̂0(k) òà φ̂1(k), k ∈

Zp \ {0}, çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∥∥∥∆−1(k)
φ̂0(k)

φ̂1(k)

∥∥∥ ≤ C1k̃
σ, (3.69)

äå C1 > 0, σ ∈ R, � äåÿêi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä k, òî ó øêàëi ïðî-

ñòîðiâ Ñîáîë¹âà iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u = u(t, x) çàäà÷i (3.53), (3.54), äëÿ

ÿêîãî ïðè âñiõ t ∈ [0, T ] ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi âêëþ÷åííÿ:

u(t, ·) ∈ Hσ1
(Ωp

2π), Dtu(t, ·) ∈ Hσ1−l(Ω
p
2π), D

2
tu(t, ·) ∈ Hσ1−2l(Ω

p
2π), (3.70)

äå σ1 < 2l − σ − p/2.

Äîâåäåííÿ. Óìîâà det∆(0) ̸= 0 òà óìîâà (3.69) ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ

òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ Uk(t) çàäà÷ (3.57), (3.58) äëÿ âñiõ k ∈ Zp. Iç ôîðìóë

(3.59), (3.63) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü Uk(t) = Rk(t)Yk(t)R
−1
k (0)∆−1(k)

φ̂0(k)

φ̂1(k)

, ç
ÿêî¨, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó ãiïåðáîëi÷íîñòi òà îáìåæåíiñòü ìàòðèöü Rk(t)

òà R−1k (0), à ñàìå ∥Rk(t)∥ ≤ C2 òà ∥R−1k (0)∥ ≤ C2/d, ìà¹ìî ôîðìóëó

(
k̃4l|uk(t)|2 + k̃2l|u′k(t)|2

)1/2 ≤ C2
2

d
∥Yk(t)∥

∥∥∥∆−1(k)
φ̂0(k)

φ̂1(k)

∥∥∥, k ̸= 0.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (3.66), âñòàíîâëþ¹ìî íåðiâíiñòü(
k̃4l|uk(t)|2 + k̃2l|u′k(t)|2

)1/2 ≤
≤
√
2C2

2

d
exp

(∫ t

0

θ(τ, k)dτ

λ1(τ, k)− λ2(τ, k)

)∥∥∥∆−1(k)
φ̂0(k)

φ̂1(k)

∥∥∥, (3.71)

à òàêîæ (çãiäíî ç óìîâîþ (3.69)) íåðiâíiñòü

max
(
k̃2σ1|uk(t)|2, k̃2σ1−2l|u′k(t)|2

)
≤ k̃2(σ1−2l)

(
k̃4l|uk(t)|2 + k̃2l|u′k(t)|2

)
≤

≤ 2C2
1C

4
2

d2
exp

(
2

∫ t

0

θ(τ, k)dτ

λ1(τ, k)− λ2(τ, k)

)
k̃2(σ1−2l+σ). (3.72)
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Ïiäñóìîâóþ÷è íåðiâíîñòi (3.72) çà k ∈ Zp \ {0} òà âðàõîâóþ÷è äîäàíîê,

ÿêèé âiäïîâiäà¹ k = 0, îòðèìà¹ìî îöiíêè äëÿ íîðìè ðîçâ'ÿçêó

∥u(t, ·);Hσ1
(Ωp

2π)∥2 ≤

≤ |u0(t)|2 +
2C2

1C
4
2

d2

∑
k∈Zp\{0}

exp
(
2

∫ t

0

θ(τ, k)dτ

λ1(τ, k)− λ2(τ, k)

)
k̃2(σ1−2l+σ).

Îñêiëüêè θ(t, k) ≤ C3, òî
∫ t

0

θ(τ, k)dτ

λ1(τ, k)− λ2(τ, k)
≤ C3

d
t, à, îòæå,

∥u(t, ·);Hσ1
(Ωp

2π)∥2 ≤ |u0(t)|2 +
2C2

1C
4
2

d2
exp

(C3

d
t
) ∑

k∈Zp\{0}

k̃2(σ1−2l+σ).

Àíàëîãi÷íà îöiíêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ íîðìè ∥Dtu(t, ·);Hσ1−l(Ω
p
2π)∥:

∥Dtu(t, ·);Hσ1−l(Ω
p
2π)∥2 ≤ |u′0(t)|2 +

2C2
1C

4
2

d2
exp

(C3

d
t
) ∑

k∈Zp\{0}

k̃2(σ1−2l+σ).

Iç ðiâíîñòåé u′′k(t) = ã2(t, k)k̃
2luk(t) − iã1(t, k)k̃

lu′k(t) òà çáiæíîñòi ðÿäó∑
k̃2(σ1−2l+σ) âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ (3.70). Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.2.4. Îöiíþâàííÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ Ïðîàíàëiçó¹ìî íåðiâíiñòü

(3.69) äëÿ òîãî, ùîá ñôîðìóëþâàòè óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.53),

(3.54) â òåðìiíàõ ãëàäêîñòi ôóíêöié φ0 òà φ1, òîáòî â òåðìiíàõ íàëåæíîñòi

ôóíêöié φ0 i φ1 äî ïðîñòîðiâHq(Ω
p
2π) ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà q ∈ R.

Íåõàé ψij(k) � åëåìåíòè ìàòðèöi ∆(k), à ñàìå

∆(k) =

ψ00(k) ψ01(k)

ψ10(k) ψ11(k)

 =

b̃00(k) b̃01(k)

b̃10(k) b̃11(k)

+

+

c̃00(k) c̃01(k)

c̃10(k) c̃11(k)

Φ00(k) Φ01(k)

Φ10(k) Φ11(k)

 ,

äå

Φ00(k) Φ01(k)

Φ10(k) Φ11(k)

 = Rk(T )Yk(T )R
−1
k (0). Òîäi

ψij(k) = b̃ij(k) + c̃i0(k)Φ0j(k) + c̃i1(k)Φ1j(k), i = 0, 1, j = 0, 1,
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i det∆(k) = ψ00(k)ψ11(k)− ψ01(k)ψ10(k).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φ(k) ìàêñèìàëüíå ñåðåä ÷èñåë |Φ00(k)|, |Φ01(k)|, |Φ10(k)|,

|Φ11(k)| òà îäèíèöi. Îöiíþþ÷è ìîäóëü âåëè÷èí ψij(k) òà âðàõîâóþ÷è, ùî bαβs

òà cαβs ∈ O, ìà¹ìî |ψij(k)| ≤
(
2

(
2l + p

2l

)
+

(
l + p

l

))
Φ(k) ≡ C4Φ(k); òî-

ìó äëÿ âåêòîðà ∆−1(k)

φ̂0(k)

φ̂1(k)

 =
1

det∆(k)

 ψ11(k)φ̂0(k)− ψ01(k)φ̂1(k)

−ψ10(k)φ̂0(k)− ψ00(k)φ̂1(k)


ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥∥∥∆−1(k)
φ̂0(k)

φ̂1(k)

∥∥∥ ≤ √
2C4

| det∆(k)/Φ(k)|

∥∥∥
φ̂0(k)

φ̂1(k)

∥∥∥. (3.73)

Çíàìåííèêè ó ôîðìóëi (3.73) � äðîáè det∆(k)/Φ(k)� ¹ ôóíêöiÿìè êîåôi-

öi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (3.53), âiä ÿêèõ çàëåæàòü Φij(k) òà ôóíêöiÿìè êîåôiöi¹íòiâ

íåëîêàëüíèõ óìîâ (3.54); ïðè÷îìó åëåìåíòè ìàòðèöi ∆(k) ëiíiéíî çàëåæàòü

âiä êîåôiöi¹íòiâ óìîâ (3.54). Öi çíàìåííèêè äëÿ äåÿêèõ íàáîðiâ êîåôiöi¹í-

òiâ çàäà÷i (3.53), (3.54) ìîæóòü áóòè ÿê çàâãîäíî ìàëèìè, òîìó ðîçâ'ÿçíiñòü

çàäà÷i (3.53), (3.54) ïîâ'ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ i îöiíêîþ ¨õ

çíèçó.

Äëÿ îöiíþâàííÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòðè÷íèé ïiäõiä

[67]; ïðè öüîìó ôiêñó¹ìî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (3.53) òà áiëüøó ÷àñòèíó êî-

åôiöi¹íòiâ óìîâ (3.54), à ñàìå: íå ôiêñîâàíèìè (âiëüíèìè) ââàæà¹ìî êîåôi-

öi¹íòè ïðè ñòàðøèõ ïîõiäíèõ D2l
α u|t=0, ÿêi ïîçíà÷èìî w0

i0α, òà ïðè ïîõiäíèõ

Dl
αDtu|t=0, ÿêi ïîçíà÷èìî w0

i1α, i = 0, 1, α = 1, . . . , p; àíàëîãi÷íî, êîåôiöi¹íòè

ïðè ïîõiäíèõ D2l
α u|t=T òà Dl

αDtu|t=T ïîçíà÷èìî wT
ijα i ââàæà¹ìî ¨õ âiëüíèìè.

Iç öèõ 8p êîåôiöi¹íòiâ òà êîåôiöi¹íòiâ b000 i b110 óòâîðèìî âåêòîð w ∈ O8p+2.

Ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó Zp \ {0} íà p ïiäìíîæèí K1, . . . , Kp, äå

K1 = {k ∈ Zp : |k1| = max(|k1|, . . . , |kp|)},

Kα = {k ∈ Zp : |kα| = max(|k1|, . . . , |kp|), |kα| > max(|k1|, . . . , |kα−1|)},

äå α = 2, . . . , p. ×åðåç Wε(k), 0 < ε < 1, ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âåêòîðiâ w ∈
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O8p+2 òàêèõ, ùî
| det∆(k)|

Φ(k)
< εC5k̃

−β, (3.74)

äå Φ(0) = 1, à ÷åðåç Wε � ìíîæèíó
∪

k∈Zp

Wε(k). Ìíîæèíà Wε � öå ìíîæèíà

âåêòîðiâ w ∈ O8p+2, äëÿ ÿêèõ íåðiâíiñòü (3.74) âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi îäèí

ðàç íà ìíîæèíi Zp. Îöiíèìî ìiðó ìíîæèíè Wε.

Äëÿ k = 0 âèçíà÷íèê ìàòðèöi ∆(k) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

det∆(0) = det

(b000 b010

b100 b110

+

c000 c000T + c010

c100 c100T + c110

) =

= det

(b000 b010

b100 b110

+ ∆̃(k)

)
, (3.75)

à äëÿ íåíóëüîâèõ k ∈ Kα, α = 1, . . . , p, ó âèïàäêàõ, êîëè Φ(k) âiäïîâiäíî

äîðiâíþ¹ 1, |Φ00(k)|, |Φ01(k)|, |Φ10(k)|, |Φ11(k)|, ìà¹ìî ðiâíîñòi

det∆(k) =

(
kα

k̃

)3l

det

(w0
00α w0

01α

w0
10α w0

11α

+ ∆̃(k)

)
, (3.76)

det∆(k)

Φ00(k)
=

(
kα

k̃

)3l

det

(wT
00α w0

01α

wT
10α w0

11α

+ ∆̃(k)

)
, (3.77)

det∆(k)

Φ01(k)
=

(
kα

k̃

)4l

det

(w0
00α wT

00α

w0
10α wT

10α

+ ∆̃(k)

)
, (3.78)

det∆(k)

Φ10(k)
=

(
kα

k̃

)2l

det

(wT
01α w0

01α

wT
11α w0

11α

+ ∆̃(k)

)
, (3.79)

det∆(k)

Φ11(k)
=

(
kα

k̃

)3l

det

(w0
00α wT

01α

w0
10α wT

11α

+ ∆̃(k)

)
. (3.80)

Ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (3.75)�(3.80) ìàþòü âèãëÿä

δ1(k) det

(y1 y2

y3 y4

+

Y1(k) Y2(k)

Y3(k) Y4(k)

),
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äå (p + 1)−2l ≤ |δ1(k)| ≤ 1, y1, y2, y3, y4 ¹ åëåìåíòàìè âåêòîðà w, à Y1(k),

Y2(k), Y3(k), Y4(k) ¹ åëåìåíòàìè ìàòðèöi ∆̃(k) i íå çàëåæàòü âiä y1, y2, y3 òà

y4. Îöiíèìî ìiðó ìíîæèíè Wε(k) âåêòîðiâ w ∈ O8p+2, ùî çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíiñòü (3.74), òîáòî íåðiâíiñòü

| det∆(k)|
Φ(k)

= |δ1(k)|
∣∣∣∣ det(

y1 y2

y3 y4

+

Y1(k) Y2(k)

Y3(k) Y4(k)

)∣∣∣∣ < δ(k),

äå δ(k) = εC5k̃
−β. Îñêiëüêè ïðè y4 + Y4(k) ̸= 0

| det∆(k)|
Φ(k)

= |δ1(k)|
∣∣y4 + Y4(k)

∣∣∣∣∣y1 + Y1(k)−
(y2 + Y2(k))(y3 + Y3(k))

y4 + Y4(k)

∣∣∣,
òî Wε(k) ⊂ W ′

ε(k) ∪ W ′′
ε (k), äå W

′
ε(k) � ìíîæèíà âåêòîðiâ w ∈ O8p+2, äëÿ

ÿêèõ √
|δ1(k)|

∣∣y4 + Y4(k)
∣∣ <√δ(k), (3.81)

à W ′′
ε (k) � ìíîæèíà âåêòîðiâ w ∈ O8p+2 \W ′

ε(k), äëÿ ÿêèõ√
|δ1(k)|

∣∣∣y1 + Y1(k)−
(y2 + Y2(k))(y3 + Y3(k))

y4 + Y4(k)

∣∣∣ <√δ(k). (3.82)

Ïîçíà÷èìî W ′
ε(k, w

′) � ìíîæèíó y4 ∈ O, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (3.81) ïðè

iíøèõ ôiêñîâàíèõ åëåìåíòàõ âåêòîðà w, ÿêi óòâîðþþòü âåêòîð w′; àíàëîãi÷íî

W ′′
ε (k, w

′′) � ìíîæèíà y1 ∈ O, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (3.82) ïðè ôiêñîâàíî-

ìó âåêòîði w′′ iíøèõ êîåôiöi¹íòiâ âåêòîðà w. Òîäi W ′
ε(k, w

′) òà W ′′
ε (k, w

′′) ¹

÷àñòèíàìè êðóãiâ ðàäióñà
√
δ(k)/|δ1(k)| i ìàþòü ìiðè

mesW ′
ε(k, w

′) < πδ(k)/|δ1(k)|, mesW ′′
ε (k, w

′′) < πδ(k)/|δ1(k)|.

Iíòåãðóâàííÿ öèõ íåðiâíîñòåé ïî îáëàñòi O8p+1 äà¹ îöiíêó

max
(
mesW ′

ε(k),mesW ′′
ε (k)

)
< π8p+2δ(k)/|δ1(k)|.

Îòæå, mesWε(k) < 2π8p+2δ(k)/|δ1(k)| ≤ 2(p+ 1)2lπ8p+2δ(k), à òîìó

mesWε ≤
∑
k∈Zp

mesWε(k) < 2εC5(p+ 1)2lπ8p+2
∑
k∈Zp

k̃−β.
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ßêùî β > p i ñòàëà C5 > 0 âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

C5 =
(
2(p+ 1)2lπ8p+2

∑
k∈Zp

k̃−β
)−1

> 0,

òî ç ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi îòðèìó¹ìî îöiíêó mesWε < ε.

Ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü òà îòðèìàíèõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ ïðî îöiíêó çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ.

Ëåìà 3.4 Äëÿ äîâiëüíèõ ε, 0 < ε < 1, òà β, β > p, iñíó¹ òàêà ìíîæèíà

Wε ⊂ O8p+2, ùî mesWε < ε i äëÿ âñiõ âåêòîðiâ w ∈ O8p+2 \Wε âèêîíó¹òüñÿ

îöiíêà
| det∆(k)|

Φ(k)
≥ εC5k̃

−β, k ∈ Zp. (3.83)

Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (3.53), (3.54) ó øêàëi

ïðîñòîðiâ Hq(Ω
p
2π).

Òåîðåìà 3.5 Íåõàé ÷èñëà ε, β i ìíîæèíàWε ¹ òàêèìè, ÿê ó ëåìi 3.4. ßêùî

φ0, φ1 ∈ Hβ(Ω
p
2π), òî äëÿ ìàéæå âñiõ âåêòîðiâ w ∈ O8p+2 iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (3.53), (3.54), ïðè÷îìó äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] âèêîíóþòüñÿ

âêëþ÷åííÿ u(t, ·) ∈ H2l(Ω
p
2π), Dtu(t, ·) ∈ Hl(Ω

p
2π).

Äëÿ âñiõ âåêòîðiâ w ∈ O8p+2 \Wε ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

∥u(t, ·);H2l(Ω
p
2π)∥2≤

C6

ε
e2C3t/d

(
∥φ0;Hβ(Ω

p
2π)∥2 + ∥φ1;Hβ(Ω

p
2π)∥2

)
,

∥Dtu(t, ·);Hl(Ω
p
2π)∥2≤

C6

ε
e2C3t/d

(
∥φ0;Hβ(Ω

p
2π)∥2 + ∥φ1;Hβ(Ω

p
2π)∥2

)
.

(3.84)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà w ∈ O8p+2\Wε ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

(3.83) i äëÿ ìàéæå âñiõ âåêòîðiâ w ∈ O8p+2 öÿ îöiíêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ

(çà âèíÿòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà) âåêòîðiâ k ∈ Zp, òîìó ç ôîðìóë (3.68) òà

(3.71) âèïëèâà¹ ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i i äëÿ âñiõ k ∈ Zp� îöiíêà

max
(
k̃4l|uk(t)|2, k̃2l|u′k(t)|2

)
≤ ε−1C6e

2C3t/dk̃2β
(
|φ̂0(k)|2 + |φ̂1(k)|2

)
, (3.85)

äå ñòàëà C6 çàëåæèòü òiëüêè âiä ñòàëèõ C2, C4, C5, T òà d i íå çàëåæèòü âiä

ε, β òà k. Ïiäñóìîâóþ÷è íåðiâíîñòi (3.85) çà k ∈ Zp, îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi

(3.84) i äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî â óìîâàõ òåîðåìè ôóíêöi¨ φ0, φ1 íàëåæàòü äî ïðî-

ñòîðó Hq−2l+β(Ω
p
2π), òî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] äëÿ ðîçâ'ÿçêó u(t, x) âèêîíóþòüñÿ

âêëþ÷åííÿ u(t, ·) ∈ Hq(Ω
p
2π), Dtu(t, ·) ∈ Hq−l(Ω

p
2π), äå q ∈ R.

Òåîðåìà 3.6 ßêùî φ0, φ1 ∈ Hq−2l+β(Ω
p
2π), äå β > p, q ∈ R, òî äëÿ âñiõ

âåêòîðiâ w ∈ O8p+2 \ Wε, mesWε < ε, iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u = u(t, x)

çàäà÷i (3.53), (3.54) ç ïðîñòîðó H2
l,q(Dp) i

∥u;H2
l,q(Dp)∥2 ≤ C7

(
∥φ0;Hq−2l+β(Ω

p
2π)∥2+∥φ1;Hq−2l+β(Ω

p
2π)∥2

)
, C7 > 0.

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (3.85) îòðèìó¹ìî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]

îöiíêó

max
j=0,1,2

∥Dj
tu;Hq−jl(Ω

p
2π)∥2 ≤ ε−1C6e

2C3T/d
1∑

j=0

∥φj;Hq−2l+β(Ω
p
2π)∥2.

Çâiäñè ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ u ∈ H2
l,q(Dp) i øóêàíó íåðiâíiñòü, C7 = C6e

2C3T/d/ε.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.3. Çàäà÷à ç íåëîêàëüíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè äëÿ ñòðîãî

ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó

Ó äåêàðòîâîìó äîáóòêó ÷àñîâîãî âiäðiçêà òà ïðîñòîðîâîãî áàãàòîâèìiðíîãî

òîðà äëÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êî-

åôiöi¹íòàìè äîñëiäæåíî óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i iç çàãàëüíèìè áàãàòîòî÷êî-

âèìè íåëîêàëüíèìè óìîâàìè. Çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó âñòàíîâëåíî

iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ éîãî ãëàäêiñòü ó øêàëi ïðîñòîðiâ

Ñîáîë¹âà. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíè-

êàþòü ó ïðîöåñi ïîáóäîâè öüîãî ðîçâ'ÿçêó.

3.3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ïîçíà÷åííÿ. Â îáëàñòi Dp ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ áàãàòîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

L(t,Dt, D)u ≡ Dn
t u+

n∑
j=1

Aj(t,D)Dn−j
t u = 0 (3.86)
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lu ≡
M∑
α=1

n∑
j=1

Bjα(D)Dn−j
t u

∣∣
t=tα

= φ, (3.87)

äå 0 ≤ t1 < · · · < tM ≤ T , Dt = ∂/∂t.

Êîåôiöi¹íòè Aj(t,D) ðiâíÿííÿ (3.86) � äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè âè-

ãëÿäó Aj(t,D) =
∑
|s|≤jl

ajs(t)D
s, äå ajs(t) � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi íà

[0, T ] êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó A0
j(t,D) =

∑
|s|=jl

ajs(t)D
s, A1

j(t,D) =∑
|s|≤(j−1)l

ajs(t)D
s, Ds = Ds1

1 · · ·D
sp
p , D1 = −i∂/∂x1, . . . , Dp = −i∂/∂xp, s =

(s1, . . . , sp), |s| = s1+ · · ·+sp. Ñòðîãà ãiïåðáîëi÷íiñòü ðiâíÿííÿ (3.86) îçíà÷à¹,

ùî êîðåíi λ1(t, ξ), . . . , λn(t, ξ) ðiâíÿííÿ

λn +
n∑

j=1

A0
j(t, ξ)λ

n−j = 0 (3.88)

¹ óÿâíèìè òà ðiçíèìè äëÿ âñiõ (t, ξ) ∈ [0, T ]×Rp \ {0}. Òîìó öi êîðåíi ¹ íåïå-

ðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè çà çìiííîþ t òà ãëàäêèìè çà çìiííîþ

ξ, à ôóíêöiÿ
∏

1≤i<j≤n

∣∣λi(t, ξ) − λj(t, ξ)∣∣2 ¹ äîäàòíîþ. Îïåðàòîðè Bjα(D) � öå

ñòîâïöi âèãëÿäó: Bjα(D) =
∑
|s|≤jl

BjαsD
s, äå Bjαs ∈ Cn. Êîìïîíåíòè âåêòîðiâ

Bjαs ∈ Cn ââàæà¹ìî ïàðàìåòðàìè çàäà÷i (3.86), (3.87). Íàòóðàëüíå ÷èñëî l

õàðàêòåðèçó¹ ðiñò êîðåíiâ λj(t, ξ) ïðè ξ →∞.

Çàäà÷à (3.86), (3.87) ðîçãëÿäàëàñÿ â ðîáîòi [70] äëÿ ñèñòåì íåîäíîði-

äíèõ áåçòèïíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ äëÿ âèïàäêó äâîòî÷êî-

âèõ óìîâ â ðîáîòàõ [67, 69]. Âñòàíîâëåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ ó ïðîñòîðàõ

Eh,l = Eh,l(Ω
p
2π), h, l ∈ R, ïåðiîäè÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié ψ(x) =

∑
k

ψ̂ke
i(k,x),

ÿêi ¹ ïîïîâíåííÿì ìíîæèíè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ çà íîðìîþ

∥ψ;Eh,l(Ω
p
2π)∥ =

(∑
k∈Zp

exp(2hk̃l)ψ̂∗kψ̂k

)1/2
,

äå x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp
2π, k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, (k, x) = k1x1 + · · · + kpxp,

k̃ = (1+ k21 + · · ·+ k2p)
1/2, à ñèìâîë

”
∗“ ïîçíà÷à¹ îïåðàöiþ åðìiòîâîãî ñïðÿæå-

ííÿ. Öi ïðîñòîðè ñêëàäàþòüñÿ ç ôóíêöié, êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ÿêèõ ìàþòü åêñ-

ïîíåíöiéíó ïîâåäiíêó. Òàêà âëàñòèâiñòü ¹ õàðàêòåðíîþ îçíàêîþ íåëîêàëüíèõ
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çàäà÷ äëÿ áåçòèïíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi çìiííèìè êîåôiöi¹í-

òàìè. Äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè çàäà÷i òèïó (3.86), (3.87) ìàþòü

ðîçâ'ÿçêè [65,68] ó øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà {Hq(Ω
p
2π)}, äå ïðîñòið Hq(Ω

p
2π),

q ∈ R, ¹ ïîïîâíåííÿì ìíîæèíè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ çà íîðìîþ

∥ψ;Hq(Ω
p
2π)∥ =

(∑
k∈Zp

k̃2qψ̂∗kψ̂k

)1/2
.

Ó ðîáîòàõ [71, 72] âñòàíîâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçêè íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâ-

íÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó (ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèõ)

äðóãîãî ïîðÿäêó çà çìiííîþ t, òàêîæ íàëåæàòü øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà,

ÿêùî öié øêàëi íàëåæàòü ïðàâi ÷àñòèíè çàäà÷. Íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ ãi-

ïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ôàêòîðèçîâàíèõ òà

äåÿêèõ iíøèõ ðiâíÿíü âèâ÷àëèñÿ òàêîæ ó ðîáîòàõ [28,108].

Ðîçãëÿäóâàíi çàäà÷i ¹ íåêîðåêòíèìè çà Àäàìàðîì, à ¨õ ðîçâ'ÿçíiñòü ïî-

â'ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíèêàþòü â ðÿäàõ Ôóð'¹, ùî

çîáðàæàþòü ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè. Äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê çíèçó ìàëèõ çíà-

ìåííèêiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòðè÷íèé ïiäõiä [112, 113]. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó

âñòàíîâëþ¹òüñÿ äëÿ âñiõ çàäà÷ çà âèíÿòêîì ìíîæèíè çàäà÷ ìàëî¨ ìiðè â ïðî-

ñòîði êîåôiöi¹íòiâ êðàéîâèõ óìîâ.

Ó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî ìàéæå âñi çàäà÷i (3.86), (3.87) ðîçâ'ÿçíi â ïðî-

ñòîðàõ Ñîáîë¹âà, ïîäiáíî äî íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âñòàíîâëåíî ãëàäêiñòü ¨õ

ðîçâ'ÿçêiâ òà çàëåæíiñòü ãëàäêîñòi âiä êîåôiöi¹íòiâ íåëîêàëüíèõ óìîâ.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.86), (3.87) øóêà¹ìî â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Hn
l,q(Dp),

äå HN
l,q(Dp), l, q ∈ R, N ∈ N, � ïðîñòið ôóíêöié u = u(t, x) òàêèõ, ùî

Dj
tu ∈ C

(
[0, T ],Hq−lj(Ω

p
2π)
)
äëÿ êîæíîãî j = 0, 1, . . . , N ; íîðìà âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ ∥u;HN
l,q(Dp)∥ =

( N∑
j=0

∥Dj
tu;C

(
[0, T ],Hq−lj(Ω

p
2π)
)
∥2
)1/2

.

ßêùî U j ∈ C
(
[0, T ],Hq(Ω

p
2π)
)
äëÿ j = 1, . . . , n, òî ââàæà¹ìî, ùî âåêòîð-

ôóíêöiÿ U = col(U 1, . . . , Un) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Hq(Dp) i ìà¹ íîðìó
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∥U ;Hq(Dp)∥2 =
n∑

j=1

∥U j;C
(
[0, T ],Hq(Ω

p
2π)∥2.

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë F (k) ââåäåìî ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-

íèé îïåðàòîð F (D) çà ôîðìóëîþ F (D)ψ(x) =
∑

k∈Zp F (k)ψ̂ke
ikx, äå ψ(x) =∑

k∈Zp

ψ̂ke
ikx. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü |F (k)| îáìåæåíà çâåðõó (çíèçó), òî îïåðàòîð

F (D) (îïåðàòîð F−1(D)) ¹ îáìåæåíèì ó øêàëi {Hq(Ω
p
2π)}.

Ïîñëiäîâíiñòü k̃, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó âèçíà÷åííi íîðìè â Hq(Ω
p
2π), âè-

çíà÷à¹ îïåðàòîð D̃, äëÿ ÿêîãî ∥φ;Hq(Ω
p
2π)∥ = ∥D̃q1φ;Hq−q1(Ω

p
2π)∥.

3.3.2. Ñòàëi êîåôiöi¹íòè â ãîëîâíié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ. Íåõàé

ðiâíÿííÿ (3.86) ìà¹ ñòàëi êîåôiöi¹íòè â ãîëîâíié ÷àñòèíi: A0
j(t,D) = A0

j(D).

Ïîçíà÷èìî µj(k) = −ik̃−lλj(k) ïðè k ̸= 0, µj(0) = 0, j = 1, . . . , n,

Uk(t) = col
(
U1
k (t), . . . , U

n
k (t)

)
= col

(
k̃(n−j)lu

(j)
k (t)

)n−1
j=0

, (3.89)

äå uk(t) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i (3.86), (3.87). ßêùî âåêòîð-

ôóíêöiÿ U = col(U 1, . . . , Un) =
∑
k∈Zp

Uk(t)e
ikx, òî

DtU = iD̃lA(t,D)U, A(t,D) = A0(D) + A1(t,D), (3.90)

äå A0(D) i A1(t,D) îïåðàòîð-ìàòðèöi ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè A0
ij(D) òà

A1
ij(t,D), ïðè÷îìó A0

i,i+1(0) = 0, A1
i,i+1(0) = A0

i,i+1(k) = 1 ïðè k ̸= 0,

i = 1, . . . , n − 1, A0
nj(k) = −i−jA0

j(k/k̃
l), A1

nj(t, k) = −(ik̃l)−jA1
j(t, k), âñi iíøi

åëåìåíòè A0
ij(k) òà A

1
ij(t, k) ¹ íóëÿìè. Iç çàìiíè (3.89) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ

u ∈ Hn
l,q(Dp), ÿêùî U ∈ Hq−nl(Dp).

×èñëà µj(k), k ̸= 0, ¹ ïðîñòèìè êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà

L0(µ, k) = µn +
n∑

j=1

A0
nj(k)µ

n−j =
n∏

j=1

(
µ− µj(k)

)
(3.91)

ç îáìåæåíèìè íà [0, T ] × Zp êîåôiöi¹íòàìè A0
nj(k), j = 1, . . . , n, òîìó âîíè

òàêîæ îáìåæåíi çâåðõó:

max
j,k
|µj(k)| ≤ µ̃, (3.92)
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äå µ̃ çàëåæèòü ëèøå âiä |ajs|, |s| = jl, j = 1, . . . , n, à ïîõiäíà L̇0(µ, k), k ̸= 0,

çà çìiííîþ µ ìíîãî÷ëåíà (3.91) íà éîãî êîðåíÿõ âíàñëiäîê ãiïåðáîëi÷íîñòi

îáìåæåíà çíèçó, òîìó

max
j,k
|L̇0(µj(k), k)| = max

j,k

n∏
j=1,j ̸=α

∣∣µj(k)− µα(k)∣∣ ≥ d. (3.93)

Âèêîíà¹ìî çàìiíó

Uk(t) = R(k)G(t, k)Zk(t), (3.94)

äå íåâiäîìi âåêòîðè Zk(t) = col
(
Z1
k(t), . . . , Z

n
k (t)

)
, R(0), G(t, 0) � îäèíè÷íi

ìàòðèöi, R(k) =
(
µα−1j (k)

)n
α,j=1

, G(t, k) = diag
(
exp(ik̃lµj(k)t)

)n
j=1

äëÿ íå-

íóëüîâèõ âåêòîðiâ k, òîäi ôóíêöiÿ Z =
∑
k∈Zp

Zk(t)e
ikx, çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

DtZ = iD̃lG−1(t,D)R−1(D)A1(t,D)R(D)G(t,D)Z. (3.95)

Åëåìåíòè iD̃lA1
ij(t,D) ìàòðèöi iD̃lA1(t,D) ¹ îáìåæåíèìè îïåðàòîðàìè, ÿê i

åëåìåíòè ìàòðèöü R(D), G(t,D), R−1(D) òà G−1(t,D).

Òåîðåìà 3.7 ßêùî Z çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü (3.95), Z ∈ Hq1(Dp),

q1 ∈ R, òî U = R(D)G(t,D)Z ∈ Hq1(Dp) i çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (3.90).

ßêùî ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ Φj(t,D) ñèñòåìè (3.95) íîðìîâàíà ðiâíi-

ñòþ Φj(tj, D) = G−1(tj, D)R−1(D), j = 1, . . . , n, òî

U = R(D)G(t,D)Φj(t,D)C ∈ Hq1(Dp), U(tj, ·) = C, (3.96)

äëÿ äîâiëüíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ C ∈ Hq1(Ω
p
2π).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A0(D)R(D) = R(D)DtG(t,D) i âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü (3.95), òî DtU = iD̃lA(t,D)U . Âíàñëiäîê îáìåæåíîñòi îïåðàòîðiâ R(D)

òà G(t,D) iç óìîâè Z ∈ Hq1(Dp) âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ U ∈ Hq1(Dp).

Íåõàé A2(t, k) = ik̃lG−1(t, k)R−1(k)A1(t, k)R(k)G(t, k), òîäi çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Z ′k = A2(t, k)Zk ¹ òàêèì: Zk = Φj(t, k)Ck, äå Ck ∈ Cn,

òîìó Z = Φj(t,D), U = R(D)G(t,D)Φj(t,D)C äëÿ C =
∑
k∈Zp

Cke
ikx, à òàêîæ

U(tj, ·) = R(D)G(tj, D)Φj(tj, D)C = C.
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Îñêiëüêè Φ′j(t, k) = A2(t, k)Φj(t, k), òî iç ôîðìóë(
tr
(
Φ∗j(t, k)Φj(t, k)

))′
= tr

(
Φ∗j(t, k)

(
A2∗(t, k) + A2(t, k)

)
Φj(t, k)

)
,

β1 ≤ tr
(
Φ∗j(t, k)

(
A2∗(t, k) + A2(t, k)

)
Φj(t, k)

)
/ tr

(
Φ∗j(t, k)Φj(t, k)

)
≤ β2,

äå β1 i β1 � íåçàëåæíi âiä t òà k äîäàòíi ñòàëi, îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi

(
e−β1t tr

(
Φ∗j(t, k)Φj(t, k)

))′ ≥ 0,
(
e−β2t tr

(
Φ∗j(t, k)Φj(t, k)

))′ ≤ 0.

Iíòåãðóþ÷è öi íåðiâíîñòi íà âiäðiçêó [tj, t], îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíî ïðè t < tj

òà ïðè t ≥ tj îöiíêè

tr
(
Φ∗j(t, k)Φj(t, k)

)
≤ eβ1(t−tj) tr

(
R∗−1(k)R−1(k)

)
,

tr
(
Φ∗j(t, k)Φj(t, k)

)
≤ eβ2(t−tj) tr

(
R∗−1(k)R−1(k)

)
.

Îòæå, îïåðàòîðè Φj(t,D) i R(D)G(t,D)Φj(t,D) ¹ îáìåæåíèìè. Çâiäñè ìà¹ìî,

ùî U ∈ Hq1(Dp), ÿêùî C ∈ Hq1(Ω
p
2π). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Iç âðàõóâàííÿì çàìiíè (3.89), óìîâè (3.87) ïåðåòâîðÿòüñÿ äî âèãëÿäó

M∑
α=1

Bα(D)U |t=tα = φ, (3.97)

äå Bα(D) =
(
D̃−nlBnα(D), D̃−(n−1)lBn−1,α(D), . . . , D̃−lB1α(D)

)
¹ îáìåæåíèìè

îïåðàòîðàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð çàìiíó (3.96), îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâ-

íÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ C:

∆j(D)C = φ, (3.98)

∆j(D) = Bj(D)+
M∑

α=1,α ̸=j

Bα(D)R(D)G(t,D)Φj(tα, D), j = 1, . . . , n. (3.99)

Òåîðåìà 3.8 ßêùî äëÿ äåÿêîãî j, 1 ≤ j ≤ n, iñíó¹ ∆−1j (D), òî çàäà÷à

(3.90), (3.97) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòåé

φ̂∗k∆
−1∗
j (k)∆−1j (k)φ̂k ≤ β3k̃

2r, β3 > 0, r ∈ R, (3.100)
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äëÿ âñiõ k ∈ Zp, äå φ̂k � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ âåêòîð-ôóíêöi¨ φ, ðîçâ'ÿçîê U

iñíó¹, íàëåæèòü äî Hq−nl(Dp), äå q < nl − r − p/2, i ìà¹ âèãëÿä

U = R(D)G(t,D)Φj(t,D)∆−1j (D)φ. (3.101)

Ïðè öüîìó iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u = D̃−nlU 1 ∈ Hn
l,q(Dp) âèõiäíî¨ çàäà÷i

(3.86), (3.87).

Äîâåäåííÿ. ßêùî Ũ òà ˜̃U ðiçíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (3.90), (3.97), òî íå-

íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê U 0 = Ũ − ˜̃
U îäíîðiäíî¨ çàäà÷i (3.90), (3.97) ìà¹ âè-

ãëÿä U 0 = R(D)G(t,D)Φj(t,D)C, ÿê ó ôîðìóëi (3.96), i ∆j(D)C = 0, äå

C =
∑
k∈Zp

Cke
ikx, C ̸= 0. Òîäi iñíó¹ k̄ ∈ Zp òàêå, ùî Ck̄ ̸= 0. Îñêiëüêè Ck̄ âèçíà-

÷à¹òüñÿ iç ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ∆j(k̄)Ck̄ = 0,

òî ìàòðèöÿ ∆j(k̄) ¹ âèðîäæåíîþ. Îòæå, ìàòðèöÿ ∆−1j (k̄) íå iñíó¹, ÿê i îïå-

ðàòîð ∆−1j (D), ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ òåîðåìè. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó U

äîâåäåíî.

Ç òåîðåìè 3.7 âèïëèâà¹ òàêà íåðiâíiñòü:

∥U ;Hq−nl(Dp)∥2 ≤ β4
∑
k∈Zp

k̃2(q−nl)φ̂∗k∆
−1∗
j (k)∆−1j (k)φ̂k. (3.102)

Ç óìîâè (3.100) ìà¹ìî ïðè q < nl − r − p/2 âêëþ÷åííÿ U ∈ Hq−nl(Dp),

îñêiëüêè ∥U ;Hq−nl(Dp)∥2 ≤ β3β4
∑
k∈Zp

k̃2(q−nl+r) < ∞. Íà ïiäñòàâi ôîðìóëè

(3.89) îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi u = D̃−nlU 1 i ∥u;Hn
l,q(Dp)∥ = ∥U ;Hq−nl(Dp)∥.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé φ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ iç Hq1(Ω
p
2π), òîäi iç îáìåæåíîñòi åëåìåíòiâ

ìàòðèöi ∆j(D) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

φ̂∗k∆
−1∗
j (k)∆−1j (k)φ̂k ≤ β5φ̂

∗
kφ̂k/| det∆j(k)|2, (3.103)

äå ñòàëà β5 íå çàëåæèòü âiä k òà âiä φ.

Òåîðåìà 3.9 ßêùî φ íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Hq−nl−r(Ω
p
2π) i äëÿ äåÿêî¨ ïî-

ñëiäîâíîñòi {j(k)}, äå 1 ≤ j(k) ≤ n, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

| det∆j(k)(k)| ≥ β6k̃
r, β6 > 0, k ∈ Zp, (3.104)
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òî çàäà÷à (3.86), (3.87) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u iç ïðîñòîðó Hn
l,q(Dp).

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà ∥U ;Hq−nl(Dp)∥2 ≤ β4β5
∑
k∈Zp

k̃2(q−nl)φ̂∗kφ̂k

| det∆j(k)(k)|2
âèïëèâà¹

iç íåðiâíîñòåé (3.102), (3.103). Òåïåð iç óìîâè (3.104) i òåîðåìè 3.8 îòðèìó¹ìî,

ùî u ∈ Hn
l,q(Dp), îñêiëüêè ∥u;Hn

l,q(Dp)∥ ≤
√
β4β5β6∥φ;Hq−nl−r(Ω

p
2π)∥.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.3.3. Îöiíêè ìàëèõ çíàìåííèêiâ. Âèðàçè ∆j(k) ¹ ïîëiëiíiéíèìè

ôóíêöiÿìè åëåìåíòiâ ìàòðèöü B1(k), . . . , Bn(k) i íåëiíiéíî çàëåæàòü âiä åëå-

ìåíòiâ ìàòðèöi A0(k) òà ìàòðèöi A1(t, k). Âîíè, âçàãàëi, ¹ ìàëèìè çíàìåííè-

êàìè çàäà÷i (3.86), (3.87), ÿêi ìîæóòü òàêîæ îáåðòàòèñÿ â íóëü äëÿ äåÿêèõ

çíà÷åíü ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòðè÷íèé ïiäõiä äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê çíèçó

çíàìåííèêiâ |∆j(k)|, ââàæàþ÷è ôiêñîâàíèì ðiâíÿííÿ (3.86). Åëåìåíòè âåêòî-

ðiâ Bjαs iç óìîâè (3.87) íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó O ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó

êîîðäèíàò êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òîáòî Bjαs ∈ On. Öå íå îáìåæó¹ çàãàëüíîñòi

i îòðèìó¹òüñÿ íîðìóâàííÿì óìîâè (3.87).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç δ(k) ìàòðèöþ ∆j(k)(k). Ïîñëiäîâíiñòü j(k) âèáåðåìî

òàê: j(k) = 1, ÿêùî |k1| = max{|k1|, . . . , |kp|}, iíàêøå j(k) = 2, ÿêùî

|k2| = max{|k1|, . . . , |kp|} òîùî. Íåõàé b(m−1)n+j = Bζ(m−1)n+j

1αms(m−1)n+j , äå j = 1, . . . , n,

m = 1, . . . , p, s(m−1)n+j = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−1

, θ(m−1)n+j, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p−m

), 0 ≤ θ(m−1)n+j ≤ jl, ïðè-

÷îìó {α1, . . . , αp} ∈ {1, . . . ,M}p, {ζ(m−1)n+1, . . . , ζmn} = {1, . . . , n}. Âèçíà÷è-

ìî ÷èñëî θ i âåêòîð b̄ ôîðìóëàìè

θ = min
j=1,...,p

n∑
σ=1

θ(j−1)n+σ, b̄ = col(b1, . . . , bpn). (3.105)

Ââàæà¹ìî, ùî åëåìåíòè ìàòðèöi δ(k), k ∈ Zp, çàëåæàòü âiä êîìïîíåíò

b1, . . . , bpn âåêòîðà b̄ ∈ Opn; iíøi êîìïîíåíòè âåêòîðiâ Bjαs ôiêñó¹ìî. Ïðè

öüîìó ìàòðèöÿ δ(0) = ∆1(0) íå çàëåæèòü âiä b1, . . . , bpn, òîìó ôiêñîâàíi êîå-

ôiöi¹íòè âèáèðà¹ìî òàê, ùîá det δ(0) ̸= 0.
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Ëåìà 3.5 Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë r òà ε, äå r < θ−n(p+(n+1)l)/2, 0 < ε < 1,

iñíó¹ ìíîæèíà Bε òàêà, ùî measBε ≤ ε i äëÿ âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ Opn \ Bε

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.104), ïðè÷îìó

β6 = εn/2min
{
| det δ(0)|/εn/2, n−n/2π−n

2p/2

(p+ 1)(θ1+...+θn)/2

(∑
k ̸=0

k̃2(r−θ)/n+(n+1)l
)−n/2}

.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî Ωk, äå k ̸= 0, ïiäìíîæèíó òèõ âåêòîðiâ b̄ ìíîæèíè

Opn, äëÿ ÿêèõ íå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.104) äëÿ ôiêñîâàíîãî k.

Î÷åâèäíî, ùî
∪
k ̸=0

Ωk = Bε, measBε ≤
∑
k ̸=0

measΩk.

Íåõàé k = 0 òîäi, î÷åâèäíî, íåðiâíiñòü (3.104) âèêîíó¹òüñÿ.

ßêùî k ̸= 0 i |k1| = max{|k1|, . . . , |kp|}, òî äëÿ j(k) = α1 ðîçêëàäåìî

âèçíà÷íèê det δ(k) çà îñòàííiì éîãî ñòîâïöåì, òîäi

| det δ(k)| = |k1|
θ1

k̃l
| det δ1(k)b1 − δ̌1(k)| ≥

≥ k̃θ
1−l

(p+ 1)θ1/2

∣∣ det δ1(k)∣∣∣∣∣b1 − δ̌1(k)

det δ1(k)

∣∣∣, (3.106)

äå ìàòðèöÿ δ1(k) i ôóíêöiÿ δ̌1(k) íå çàëåæàòü âiä b1, à çàëåæàòü âiä b2, . . . , bn,

ïðè÷îìó δ1(k) îòðèìó¹òüñÿ iç δ(k) âèêðåñëþâàííÿì îñòàííüîãî ñòîâïöÿ i ðÿä-

êà ç íîìåðîì ζ1. Äëÿ ìàòðèöi δ1(k), ïîðÿäêó n−1 ôîðìóëà (3.106) ìà¹ âèãëÿä

| det δ1(k)| ≥
k̃θ

2−2l

(p+ 1)θ2/2

∣∣ det δ2(k)∣∣∣∣∣b2 − δ̌2(k)

det δ2(k)

∣∣∣,
äå ìàòðèöÿ δ2(k) ìà¹ ïîðÿäîê n− 2, íå çàëåæàòü âiä b1 òà b2 i îòðèìó¹òüñÿ ç

ìàòðèöi δ(k) âèêðåñëþâàííÿì äâîõ îñòàííiõ ñòîâïöiâ òà äâîõ ðÿäêiâ ç íîìåðà-

ìè ζ1 i ζ2. Òàêèì ñïîñîáîì îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ìàòðèöü δ1(k), . . . , δn(k)

i íåðiâíîñòåé

| det δm−1(k)| ≥
k̃θ

m−ml

(p+ 1)θm/2

∣∣ det δm(k)∣∣∣∣∣bm − δ̌m(k)

det δm(k)

∣∣∣,
äå m = 2, . . . , n, det δn(k) = 1.

Îá'¹äíà¹ìî öi íåðiâíîñòi ç (3.106) ó íåðiâíiñòü

| det δm−1(k)| ≥
k̃θ

1+...+θn−n(n+1)l/2

(p+ 1)(θ1+...+θn)/2

∣∣ det δm(k)∣∣ n∏
m=1

∣∣∣bm − δ̌m(k)

det δm(k)

∣∣∣. (3.107)
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Ôîðìóëà (3.107) ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ òèõ âåêòîðiâ b̄ ∈ Opn, äëÿ ÿêèõ

det δ1(k) · · · det δn−1(k) ̸= 0, òîáòî
n∏

m=2

∣∣∣bm − δ̌m(k)

det δm(k)

∣∣∣ ̸= 0.

Ìíîæíèê bm − δ̌m(k)/ det δm(k), m = 1, . . . , n, ëiíiéíî çàëåæèòü âiä bm, òîìó∣∣∣bm − δ̌m(k)

det δm(k)

∣∣∣ ≥ (p+ 1)(θ
1+...+θn)/2nβ

1/n
6 k̃(r−θ)/n+(n+1)l/2 (3.108)

äëÿ âñiõ bm iç ìíîæèíè O \ Ωm
k (b

1, . . . , b(m−1), b(m+1), . . . , bn), äå

Ωm
k (b

1, . . . , b(m−1), b(m+1), . . . , bn) ⊂ Ωm
k , Ωm

k ⊂ Onp�ìíîæèíà âåêòîðiâ b̄,

äëÿ ÿêèõ íå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.108), Ωm
k (b

1, . . . , b(m−1), b(m+1), . . . , bn)�

ïiäìíîæèíà Ωm
k ç ôiêñîâàíèìè çíà÷åííÿìè b1, . . . , b(m−1), b(m+1), . . . , bn.

Ìíîæèíà Ωm
k (b

1, . . . , b(m−1), b(m+1), . . . , bn)�ïiäìíîæèíà ìíîæèíè, ÿêà ¹

ïåðåòèíîì ìíîæèíè O òà êðóãà ðàäióñà (p+ 1)(θ
1+...+θn)/2nβ

1/n
6 k̃(r−θ)/n+(n+1)l/2

ç öåíòðîì ó òî÷öi δ̌m(k)/ det δm(k), òîìó

measΩm
k (b

1, . . . , b(m−1), b(m+1), . . . , bn) ≤ π(p+ 1)(θ
1+...+θn)/nβ

2/n
6 k̃2(r−θ)/n+(n+1)l.

Iíòåãðóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü çà çìiííèìè b1, . . . , b(m−1), b(m+1), . . . , bn â

îáëàñòi Onp−1 îòðèìà¹ìî òàêó îöiíêó çâåðõó äëÿ ìiðè ìíîæèíè Ωm
k :

measΩm
k ≤ πnp(p + 1)(θ

1+...+θn)/nβ
2/n
6 k̃2(r−θ)/n+(n+1)l. Íà ìíîæèíi Onp \

n∪
m=1

Ωm
k

íåðiâíiñòü (3.108) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ m = 1, . . . , n, îòæå Ωk ⊂
n∪

m=1
Ωm

k i

measΩk ≤ nπnp(p+ 1)(θ
1+...+θn)/nβ

2/n
6 k̃2(r−θ)/n+(n+1)l. (3.109)

Äëÿ âåêòîðiâ k ∈ Zp òàêèõ, ùî |k1| < |k2| = max{|k1|, . . . , |kp|}, òàêîæ

âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (3.109). �¨ îòðèìó¹ìî âñòàíîâëþþ÷è îöiíêó (3.107) âèêî-

ðèñòîâóþ÷è âåêòîð (bn+1, . . . , b2n) òà ïðèéìàþ÷è j(k) = α2. Àíàëîãi÷íî âñòà-

íîâëþ¹òüñÿ îöiíêà (3.109) äëÿ âñiõ iíøèõ âåêòîðiâ k ∈ Zp.

Ïiäñòàâëÿþ÷è íåðiâíiñòü (3.108) ó (3.107) i âðàõîâóþ÷è (3.105) îòðèìó¹ìî

øóêàíó íåðiâíiñòü (3.104). Iç íåðiâíîñòi (3.109) âèïëèâà¹

measBε ≤ nπnp(p+ 1)(θ
1+...+θn)/nβ

2/n
6

∑
k ̸=0

k̃2(r−θ)/n+(n+1)l.
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Ëåìó äîâåäåíî.

Iç ëåìè 3.5 i òåîðåìè 3.9 âèïëèâà¹ îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó.

Òåîðåìà 3.10 ßêùî 0 < ε < 1, r > n(p + (n + 1)l)/2, φ ∈ Hq−nl−θ+r(Ω
p
2π),

òî äëÿ ìàéæå âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ Opn iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ Hn
l,q(Dp)

çàäà÷i (3.86), (3.87) i äëÿ âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ Opn \Bε âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

εn∥u;Hn
l,q(Dp)∥2 ≤ β7∥φ;Hq−nl−θ+r(Ω

p
2π)∥2,

äå Bε�ìíîæèíà ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, β7� äîäàòíà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî b̄ ∈ Opn \ Bε, òî, çãiäíî ç ëåìîþ 3.5, âèêîíó¹òüñÿ íå-

ðiâíiñòü (3.104) ç âiäïîâiäíîþ ñòàëîþ β6. Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî òâåðäæåííÿ

òåîðåìè 3.9 ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó.

3.4. Âèñíîâêè

Áàãàòîòî÷êîâà íåëîêàëüíà çàäà÷à (3.1), (3.2) äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè

çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì ðîçâ'ÿçíà ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà ñêií÷åííîãî ïîðÿä-

êó, ÿê i ó âèïàäêó ñòàëîãî êîåôiöi¹íòà. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ ñòðîãîþ ãiïåðáîëi-

÷íiñòþ ðiâíÿííÿ (âëàñíi çíà÷åííÿ ρk i −ρk, äå ρk = i∥k∥a(t) ̸= 0 ïðè k ̸= 0),

à, îòæå, iñíóâàííÿì çàìiíè ç âèêîðèñòàííÿì ìàòðèöü iç âëàñíèõ âåêòîðiâ,

ÿêi ¹ íåâèðîäæåíèìè òà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè çà t ìàòðèöÿìè. Çà

äîïîìîãîþ òàêî¨ çàìiíè ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3.6) çâîäèòüñÿ äî

ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3.9). Öÿ çàìiíà íåçàñòîñîâíà ó âèïàäêó íå-

ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ó çâ'ÿçêó ç âèðîäæåííÿì âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü.

Ó âèïàäêó íåãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ îöiíêè âiäïîâiäíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ

ìàòðèöü ìîæóòü áóòè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó, òîìó ðîçâ'ÿçêè áàãàòîòî÷êî-

âèõ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü âçàãàëi íå íàëåæàòü äî øêàëè ïðî-

ñòîðiâ Ñîáîë¹âà.

Òàêèì ÷èíîì, â ðàìêàõ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó çàäà÷à iç çàãàëüíèìè äâîòî-

÷êîâèìè íåëîêàëüíèìè óìîâàìè (3.54) äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî
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ïîðÿäêó (3.53) ç íåïåðåðâíèìè çà t êîåôiöi¹íòàìè ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ó øêàëi ñî-

áîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ ïåðiîäè÷íèõ çà çìiííîþ x ôóíêöié. Íåëîêàëüíi çàäà÷i

äëÿ áåçòèïíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òàêîæ âîëîäiþòü öi¹þ âëà-

ñòèâiñòþ íà ïðîòèâàãó äî ðiâíÿíü çi çìiííèìè çà t êîåôiöi¹íòàìè. Îòðèìàíi

ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðåçóëüòàòè ïîøèðåíi íà ãiïåðáîëi÷íi ðiâíÿííÿ âèùîãî ïî-

ðÿäêó, ÿêi ðîçãëÿíóòi ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi.

Âñòàíîâëåíî, ùî çàäà÷à iç çàãàëüíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè íåëîêàëüíèìè

óìîâàìè äëÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó ç íåïåðåðâíèìè

çà t êîåôiöi¹íòàìè ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ó øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà ïåðiîäè÷íèõ çà

çìiííîþ x ôóíêöié äëÿ ìàéæå âñiõ êîåôiöi¹íòiâ êðàéîâèõ óìîâ.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîøèðèòè íà âèïàäêè çìiííèõ êîåôiöi¹íòiâ

ó ãîëîâíié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ òà íà ãiïåðáîëi÷íi ñèñòåìè.
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ÐÎÇÄIË 4

ÇÀÄÀ×I Ç IÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÌÈ ÓÌÎÂÀÌÈ ÄËß

ÃIÏÅÐÁÎËI×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÇI ÇÌIÍÍÈÌÈ

ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÀÌÈ

4.1. Çàäà÷à ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïî-

ðÿäêó çà t

Â îáëàñòi, ùî ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì âiäðiçêà [0, T ] i p-âèìiðíîãî òîðà Ωp
2π,

äîñëiäæåíî íåëîêàëüíó çàäà÷ó çi çàãàëüíèìè iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ

ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íîãî (õâèëüîâîãî) ðiâíÿííÿ utt = a2∆u, äå a = a(t) > 0

� íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà âiäðiçêó [0, T ] ôóíêöiÿ, ∆ =
p∑

j=1

∂2/∂x2j �

îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Çàäà÷à ¹ íåêîðåêòíîþ çà Àäàìàðîì i ïîâ'ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíà-

ìåííèêiâ. Çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó òà âèêîðèñòàííÿ içîìîðôiçìó

ïðîñòîðiâ äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ. Íà îñíîâi

òàêèõ îöiíîê îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó ïðî-

ñòîðàõ Ñîáîë¹âà ïåðiîäè÷íèõ çà çìiííèìè x1, . . . , xp ôóíêöié.

Âñòóï Çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè íåëîêàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿíü òà

ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äîñëiäæåíî áàãàòüìà àâòîðàìè.

Çîêðåìà, â ðîáîòàõ [15, 138] âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òà êîðåêòíiñòü

òàêèõ çàäà÷ ó äåÿêèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ ó øàði [0, T ]×Rp. Îáåðíåíi

çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè ïåðåâèçíà÷åííÿ ðîçãëÿíóòî â [62,63,162].

Ó ðîáîòàõ [125, 126] âèâ÷åíî çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ó øêàëàõ ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà

ïåðiîäè÷íèõ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè ôóíêöié. Öi çàäà÷i ¹ íåêîðåêòíèìè çà

Àäàìàðîì, à óìîâè ¨õ ðîçâ'ÿçíîñòi ïîâ'ÿçàíi ç ïðîáëåìîþ îöiíþâàííÿ çíèçó

ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíèêàþòü â ðÿäàõ Ôóð'¹, ùî çîáðàæàþòü ôîðìàëüíi
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ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷.

Ïðîáëåìó ìàëèõ çíàìåííèêiâ âèðiøåíî íà îñíîâi ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó

[77,112,113]. Ó ðàìêàõ öüîãî ïiäõîäó ðîçãëÿäà¹òüñÿ íå îêðåìà çàäà÷à, à ìíî-

æèíà çàäà÷. Åëåìåíòàìè öi¹¨ ìíîæèíè ¹ çàäà÷i iç ôiêñîâàíèìè äàíèìè (êîåôi-

öi¹íòàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, êîåôiöi¹íòàìè êðàéîâèõ óìîâ ÷è iíøèìè

ïàðàìåòðàìè), ÿêi óòâîðþþòü ïåâíó îáëàñòü ó ïðîñòîði äàíèõ. Iñíóâàííÿ òà

¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ó âiäïîâiäíié øêàëi ïðîñòîðiâ äîâåäåíî äëÿ ìàéæå âñiõ (çà

ìiðîþ Ëåáåãà) òî÷îê çãàäóâàíî¨ îáëàñòi àáî äëÿ âñiõ òî÷îê ïiäîáëàñòi, ìiðà

ÿêî¨ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìiðè îáëàñòi íà äîâiëüíå ìàëå ÷èñëî.

Äëÿ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè iñíóþòü ïðèêëàäè íåëîêàëüíèõ

çàäà÷, ÿêi íå ¹ ðîçâ'ÿçíèìè ó øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà. Çîêðåìà, íåëîêàëüíà

çàäà÷à ç iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ äëÿ îäíîãî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= α

∂u

∂x
− cos t

∂2u

∂x2
, (t, x) ∈ (0, 2π)× Ω1

2π,∫ 2π

0

u(τ, x) dτ = φ(x), x ∈ Ω1
2π,

äå φ(x) /∈ Hq(Ω
1
2π) äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî q, 2πα � äîâiëüíå iððàöiîíàëüíå

÷èñëî, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Âií âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

u(t, x) = iaD exp(iaDt+ sin t ·D2)
(
ei2πaD − 1

)−1
φ(x),

äå D = −i∂/∂x, àëå äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë q ìà¹ìî u(π/2, ·) ̸∈ L2(Ω
1
2π).

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî äëÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çà-

äà÷à iç çàãàëüíèìè ëiíiéíèìè iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè ðîçâ'ÿçíà ó ïðîñòîðàõ

Ñîáîë¹âà. Ðîçãëÿíóòî iíòåãðàëüíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ òèïó êîëèâàíü ñòðóíè

∂2u

∂t2
= a2(t)∆u.

Âñòàíîâëåíî îöiíêè çíèçó äëÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíèêëè ïðè äîñëi-

äæåííi çàäà÷i, òà ãëàäêiñòü i îöiíêó íîðìè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó ïðîñòîðàõ Ñî-

áîë¹âà.
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4.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Ïîçíà÷èìî p-âèìiðíèé òîð çìiííî¨ x =

(x1, . . . , xp) ÷åðåç Ω
p
2π, öèëiíäðè÷íó îáëàñòü çìiííèõ t òà x � ÷åðåç Dp, à ñàìå

Ωp
2π = (R/2πZ)p, Dp = [0, T ]× Ωp

2π.

Â îáëàñòi Dp ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íå (õâèëüîâå) ðiâíÿííÿ

∂2u

∂t2
− a2(t)∆u = 0 (4.1)

é iíòåãðàëüíi óìîâè∫ T

0

b11(τ) b12(τ)

b21(τ) b22(τ)

 u(τ, ·)

∂u/∂t(τ, ·)

 dτ =

φ1

φ2

 , (4.2)

äå ∆ =
∂2

∂x21
+ · · · + ∂2

∂x2p
, a(t) > 0 òà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà âiäðiçêó

[0, T ] ôóíêöiÿ, êîåôiöi¹íòè b11, b12, b21, b22 � êîìïëåêñíi iíòåãðîâíi íà [0, T ]

ôóíêöi¨, ìîäóëü iíòåãðàëà âiä ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ îäèíèöþ:

max
α,β=1,2

∣∣∣ ∫ T

0

bα,β(τ) dτ
∣∣∣ ≤ 1.

Ôóíêöi¨ φ1 = φ1(x), φ2 = φ2(x) ¹ çàäàíèìè 2π-ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè, à

ôóíêöiÿ u = u(t, x) ¹ øóêàíèì 2π-ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1), (4.2).

Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà q ââåäåìî ïðîñòið 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié Hq(Ω
p
2π), ÿêèé ¹ ïîïîâíåííÿì ìíîæèíè ìíîãî÷ëåíiâ φ(x) =

∑
k

φ̂(k)eikx

çà íîðìîþ ∥φ;Hq(Ω
p
2π)∥2 =

∑
k∈Zp

k̃2q|φ̂(k)|2, äå k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, kx =

k1x1 + · · ·+ kpxp, k̃ =
√
1 + k21 + · · ·+ k2p. Ïðîñòîðè Hq(Ω

p
2π) óòâîðþþòü øêà-

ëó ïðîñòîðiâ {Hq(Ω
p
2π)} çà çìiííîþ q ∈ R.

Âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (4.1), (4.2) ó øêàëi ïðîñòîðiâ

{Hq(Ω
p
2π)}q∈R, à ñàìå, âñòàíîâëþþòüñÿ óìîâè, çà ÿêèõ çàäà÷à (4.1), (4.2) ìà¹

ðîçâ'ÿçîê u, ÿêèé äëÿ âñiõ çíà÷åíü t ∈ [0, T ] ðàçîì iç ïîõiäíîþ ïî t íàëåæèòü

äî øêàëè ïðîñòîðiâ {Hq(Ω
p
2π)}q∈R äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ φ1 òà φ2 iç öi¹¨

øêàëè.

Îçíà÷åííÿ 4.1.Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1), (4.2) iç øêàëè {Hq(Ω
p
2π)}q∈R íàçè-

âà¹ìî äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó íà iíòåðâàëi [0, T ] ôóíêöiþ u òàêó,
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ùî äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] åëåìåíòè u(t, ·), ∂u
∂t

(t, ·) íàëåæàòü äî øêàëè

{Hq(Ω
p
2π)}q∈R, i u çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.1) òà óìîâè (4.2) ó ñëàáêîìó ñåí-

ñi, òîáòî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] òà äëÿ âñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ

w = w(x) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi∫
Ωp

2π

(∂2u
∂t2
− a2(t)∆u

)
w dx = 0,

∫
Ωp

2π

[ ∫ T

0

b11(τ) b12(τ)

b21(τ) b22(τ)

 u(τ, ·)

∂u/∂t(τ, ·)

 dτ −

φ1

φ2

]w dx = 0.

Çàóâàæèìî, ÿêùî ôóíêöiÿ u ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1), (4.2) i u ∈ Hσ(Ω
p
2π),

òî ñïðàâäæó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
∂2u

∂t2
(t, ·) ∈ Hσ−2(Ω

p
2π), ïðè÷îìó∥∥∥∂2u

∂t2
(t, ·);Hσ−2(Ω

p
2π)
∥∥∥ ≤ a(t)∥u;Hσ(Ω

p
2π)∥.

4.1.2. Ïîáóäîâà òà îöiíêà ðîçâ'ÿçêó Ââåäåìî âåêòîð-ôóíêöi¨

U =

 u

∂u/∂t

 , φ =

φ1

φ2

 (4.3)

i çàïèøåìî çàäà÷ó (4.1), (4.2) ó âåêòîðíî-ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi

∂U

∂t
=

 0 1

a2(t)∆ 0

U, (4.4)

∫ T

0

b11(τ) b12(τ)

b21(τ) b22(τ)

U(τ, x) dτ = φ(x). (4.5)

ßêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ U(t, x) =
∑
k∈Zp

Uk(t)e
ikx, à âåêòîð-ôóíêöiÿ φ(x) =

∑
k∈Zp

φ̂(k)eikx, äå Uk(t) =

Uk1(t)

Uk2(t)

 , φ̂(k) =

φ̂1(k)

φ̂2(k)

, òî, çãiäíî ç îçíà÷åí-
íÿì 4.1, âåêòîð-ôóíêöiÿ Uk = Uk(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i

dUk

dt
=

 0 1

−a2(t)∥k∥2 0

Uk, (4.6)
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∫ T

0

b11(τ) b12(τ)

b21(τ) b22(τ)

Uk(τ) dτ = φ̂(k), (4.7)

ïðè÷îìó ∥k∥2 = k̃2 − 1 = k21 + · · ·+ k2p, k ∈ Zp.

Iç ðiâíîñòåé uk(t) = Uk1(t),
duk
dt

(t) = Uk2(t) âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(4.1), (4.2) ìà¹ âèãëÿä u(t, x) =
∑
k∈Zp

Uk1(t)e
ikx,

du

dt
(t, x) =

∑
k∈Zp

Uk2(t)e
ikx.

ßêùî k ̸= 0, òî ìàòðèöÿ ñèñòåìè (4.6) 0 1

−a2(t)∥k∥2 0

 ≡
 0 1

ρ2k(t) 0

 ,

äå ρk(t) = ia(t)∥k∥, ìà¹ äâà ïðîñòi óÿâíi âëàñíi çíà÷åííÿ ρk(t) òà −ρk(t).

Ïðè k = 0 âëàñíi çíà÷åííÿ ±ρk(t) çáiãàþòüñÿ, à ìàòðèöÿ ñèñòåìè (4.6)

ìà¹ âèãëÿä

0 1

0 0

, òîáòî dUk1

dt
= Uk2,

dUk2

dt
= 0. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨

ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Uk(t) =

1 t

0 1

C01

C02

 ïðè ïiäñòàíîâöi â

óìîâó (4.7) äà¹ ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü
T∫
0

b11(τ) dτ
T∫
0

(
τb11(τ) + b12(τ)

)
dτ

T∫
0

b21(τ)dτ
T∫
0

(
τb21(τ) + b22(τ)

)
dτ


C01

C02

 =

φ̂1(0)

φ̂2(0)

 (4.8)

äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ C01 i C02. Âèçíà÷íèê det∆(0) ìàòðèöi ∆(0) ñèñòåìè

(4.8) ìà¹ âèãëÿä

T∫
0

b11(τ) dτ

T∫
0

b22(τ) dτ −
T∫

0

b21(τ) dτ

T∫
0

b12(τ) dτ+

+

T∫
0

b11(τ) dτ

T∫
0

τb21(τ) dτ −
T∫

0

b21(τ) dτ

T∫
0

τb11(τ) dτ.

ßêùî det∆(0) = 0, òî ñèñòåìà (4.8) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó àáî ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿç-



109

êiâ, ÿêùî æ det∆(0) ̸= 0, òî ñèñòåìà (4.8) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîêC01

C02

 = ∆−1(0)

φ̂1(0)

φ̂2(0)

 .

ßêùî k ̸= 0, à îòæå ρk(t) ̸= 0 íà [0, T ], òî ìà¹ìî äëÿ ìàòðèöi ñèñòåìè

(4.6) òàêó ôàêòîðèçàöiþ: 0 1

ρ2k(t) 0

 =

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

ρk(t) 0

0 −ρk(t)

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

−1 ,
ïðè÷îìó

det

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

 = −2ρk(t),

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

−1 = 1

2

1 ρ−1k (t)

1 −ρ−1k (t)

 .

Çðîáèìî çàìiíó øóêàíèõ âåêòîð-ôóíêöié Uk(t) =

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

Zk(t), òîäi

íîâà øóêàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ Zk(t) =

1 ρ−1k (t)

1 −ρ−1k (t)

 Uk(t)

2
¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòå-

ìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dZk

dt
+

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

−10 0

1 −1

 dρk(t)

dt
Zk =

ρk(t) 0

0 −ρk(t)

Zk.

Âðàõîâóþ÷è, ùî
dρk(t)

dt
= ia′(t)∥k∥, ìà¹ìî òàêó çàäà÷ó äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóí-

êöi¨ Zk:

dZk

dt
=ρk(t)

1 0

0 −1

Zk +
a′(t)

2a(t)

−1 1

1 −1

Zk, (4.9)

∫ T

0

b11(τ) b12(τ)

b21(τ) b22(τ)

 1 1

ρk(τ) −ρk(τ)

Zk(τ) dτ = φ̂(k). (4.10)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i iñíó¹, ¹äèíèé i ìà¹ âèãëÿä

Zk(t) = Yk(t)∆
−1(k)φ̂(k) (4.11)
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ïðè âèêîíàííi óìîâè

det∆(k) ̸= 0, (4.12)

äå Yk(t) � íîðìàëüíà â òî÷öi t = 0 ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòå-

ìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (4.9), ìàòðèöÿ ∆(k) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

∆(k) =

∫ T

0

b11(τ) b12(τ)

b21(τ) b22(τ)

 1 1

ρk(τ) −ρk(τ)

Yk(τ) dτ. (4.13)

Íåõàé ∥A∥ ïîçíà÷à¹ åâêëiäîâó íîðìó ìàòðèöi A, òîáòî ∥A∥ =
√
tr(A∗A),

äå A∗ � åðìiòîâî ñïðÿæåíà ç ìàòðèöåþ A ìàòðèöÿ, tr B � ñëiä ìàòðèöi B.

Îöiíêè çâåðõó íîðìè ∥Yk∥ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi Yk = Yk(t) íàâåäåíî ó

íàñòóïíèõ òðüîõ ëåìàõ [71,72] (äèâ. ïiäðîçäië 3.1.).

Ëåìà 4.1 ßêùî ôóíêöiÿ a(t) ¹ ñòàëîþ íà ïðîìiæêó [0, T ], òî ôóíêöiÿ ∥Yk∥

¹ òàêîæ ñòàëîþ íà öüîìó ïðîìiæêó, ïðè÷îìó ∥Yk(t)∥ = ∥Yk(0)∥ =
√
2.

Íåõàé ïîõiäíà a′(t) çìiíþ¹ íà [0, T ] ñâié çíàê l − 1 ðàç, äå l ∈ N, i t0 = 0,

tl = T , òîäi iñíóþòü ÷èñëà τ1, τ2, . . . , τl òà ïðè l ≥ 2 ÷èñëà t1, t2, . . . , tl−1 òàêi,

ùî äëÿ j = 1, . . . , l âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi tj−1 < τj < tj, íà ïðîìiæêó

[tj−1, tj] ôóíêöiÿ a′(t) íå çìiíþ¹ çíàê i äëÿ j = 1, . . . , l−1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè

a′(τj)a
′(τj+1) < 0, a′(tj) = 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aj, j = 0, 1, . . . , l, çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ a(t) ó òî÷öi tj: Aj = a(tj).

Ëåìà 4.2 Íåõàé ïîõiäíà a′(t) ôóíêöi¨ a(t) íà ïðîìiæêó [0, T ] çìiíþ¹ ñâié

çíàê l − 1 ðàç, l ∈ N, òîäi íà ïðîìiæêàõ [tj−1, tj] ⊂ [0, T ] ñïðàâäæóþòüñÿ

òàêi îöiíêè äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (4.9):
A2s−2

a(t)

s−1∏
j=1

A2j−2

A2j−1
≤ ||Yk(t)||√

2
≤

s−1∏
j=1

A2j−1

A2j
, (4.14)

ÿêùî t ∈ [t2s−2, t2s−1] i a′(τ1) > 0,

s−1∏
j=1

A2j−1

A2j
≤ ||Yk(t)||√

2
≤ A2s−2

a(t)

s−1∏
j=1

A2j−2

A2j−1
, (4.15)
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ÿêùî t ∈ [t2s−2, t2s−1] i a′(τ1) < 0,

s∏
j=1

A2j−2

A2j−1
≤ ||Yk(t)||√

2
≤ A2s−1

a(t)

s−1∏
j=1

A2j−1

A2j
, (4.16)

ÿêùî t ∈ [t2s−1, t2s] i a′(τ1) > 0,

A2s−1

a(t)

s−1∏
j=1

A2j−1

A2j
≤ ||Yk(t)||√

2
≤

s∏
j=1

A2j−2

A2j−1
, (4.17)

ÿêùî t ∈ [t2s−1, t2s] i a′(τ1) < 0. Ó ôîðìóëàõ (4.14)�(4.17) ââàæà¹ìî
s−1∏
j=1

· · · =

1, ÿêùî s = 1.

Íåõàé A = Amax/Amin > 1, äå Amax = max
t∈[0,T ]

a(t), Amin = min
t∈[0,T ]

a(t), òîáòî

÷èñëî A âèçíà÷à¹ ðîçìàõ êîëèâàíü a(t), J � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà (l + 1)/2.

Ëåìà 4.3 Íà ïðîìiæêó [0, t2j] ⊂ [0, T ] ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

A−j ≤ ∥Yk(t)∥a(t)√
2A0

≤ Aj, (4.18)

à íà ïðîìiæêó [0, T ] � îöiíêè

A−J ≤ ∥Yk(t)∥a(t)√
2A0

≤ AJ . (4.19)

4.1.3. Òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Çà äîïî-

ìîãîþ îöiíîê (4.18) òà (4.19) âñòàíîâèìî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.1), (4.2) ó øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà.

Òåîðåìà 4.1 ßêùî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ φ̂(k), k ∈ Zp, âåêòîð-ôóíêöi¨ φ çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâó ∥∥∆−1(k)φ̂(k)∥∥ ≤ C1k̃
σ, (4.20)

äå C1 > 0, σ ∈ R � äåÿêi ñòàëi, ÿêi íå çàëåæèòü âiä âåêòîðà k, òî ó

øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u = u(t, x) çàäà÷i (4.1),

(4.2) òàêèé, ùî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]

u(t, ·) ∈ Hσ1
(Ωp

2π),
∂u

∂t
(t, ·) ∈ Hσ1−1(Ω

p
2π), (4.21)

äå σ1 < −σ − p/2.
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Äîâåäåííÿ. Iç ôîðìóëè (4.11) îòðèìà¹ìî ðiâíiñòüρk(t) 0

0 1

Uk(t) =

ρk(t) 0

0 1

 1 1

ρk(t) −ρk(t)

Yk(t)∆
−1(k)φ̂(k) =

= i∥k∥a(t)

1 1

1 −1

Yk(t)∆
−1(k)φ̂(k),

ç ÿêî¨, ïåðåõîäÿ÷è äî íîðì, ìà¹ìî ñêàëÿðíó ðiâíiñòü(
a2(t)∥k∥2|Uk1(t)|2 + |Uk2(t)|2

)1/2
=
√
2∥k∥a(t) ·

∥∥Yk(t)∆−1(k)φ̂(k)∥∥.
Îöiíþþ÷è íîðìó ñïðàâà çíàéäåìî(

a2(t)∥k∥2|Uk1(t)|2 + |Uk2(t)|2
)1/2 ≤ √2∥k∥a(t) · ∥Yk(t)∥ · ∥∥∆−1(k)φ̂(k)∥∥.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.19) îòðèìà¹ìî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] òàêó íåðiâ-

íiñòü:(
a2(t)∥k∥2|Uk1(t)|2 + |Uk2(t)|2

)1/2 ≤ 2∥k∥A0A
J ·
∥∥∆−1(k)φ̂(k)∥∥, (4.22)

àáî, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (4.20), � íåðiâíiñòü(
a2(t)∥k∥2|Uk1(t)|2 + |Uk2(t)|2

)1/2 ≤ 2C1A0A
J k̃σ+1. (4.23)

Îñêiëüêè äëÿ âñiõ âåêòîðiâ k ̸= 0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi k̃2 ≤ 2∥k∥2 i

k̃2|uk(t)|2≤ 2A−2min

(
a2(t)∥k∥2|Uk1(t)|2+|Uk2(t)|2

)
, (4.24)∣∣∣duk(t)

dt

∣∣∣2 ≤ a2(t)∥k∥2|Uk1(t)|2 + |Uk2(t)|2, (4.25)

òî ç íåðiâíîñòåé (4.23)�(4.25) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

k̃2σ1|uk(t)|2 ≤
8C2

1A
2
0A

2J

A2
min

k̃σ2, k̃2σ1−2
∣∣∣duk(t)

dt

∣∣∣2 ≤ 4C2
1A

2
0A

2J k̃σ2,

äå σ2 = 2(σ1 + σ) < −p. Îá÷èñëþþ÷è íîðìè ðîçâ'ÿçêó u òà éîãî ïîõiäíî¨

∂u/∂t, îòðèìà¹ìî íåçàëåæíi âiä t îöiíêè

∥u;Hσ1
(Ωp

2π)∥2 ≤ |u0(t)|2 +
8C2

1A
2
0A

2J

A2
min

∑
k∈Zp\{0}

k̃σ2 <∞,
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∥∥∥∂u
∂t

;Hσ1−1(Ω
p
2π)
∥∥∥2 ≤ ∣∣∣du0(t)

dt

∣∣∣2 + 4C2
1A

2
0A

2J
∑

k∈Zp\{0}

k̃σ2 <∞,

ÿêi çàâåðøóþòü äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Óìîâè (4.20) òåîðåìè 1 ïîâ'ÿçàíi ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè φ1 i φ2 íåëîêàëü-

íèõ óìîâ (4.2). Äëÿ îäíèõ ïðàâèõ ÷àñòèí âîíè âèêîíóþòüñÿ, à äëÿ iíøèõ íå

âèêîíóþòüñÿ, êðiì òîãî íåìà çàëåæíîñòi ÷èñëà σ âiä ãëàäêîñòi öèõ ïðàâèõ

÷àñòèí. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (4.1), (4.2) ó øêàëi ïðîñòîðiâ

{Hq(Ω
p
2π)}q∈R äîñëiäèìî óìîâè, çà ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (4.20) çðàçó

äëÿ âñiõ ôóíêöié φ1 òà φ2 iç ïåâíîãî ïðîñòîðó øêàëè {Hq(Ω
p
2π)}q∈R.

Äëÿ öüîãî íà îñíîâi íåðiâíîñòi (4.19) âèïèøåìî òàêó îöiíêó äëÿ ëiâî¨ ÷à-

ñòèíè íåðiâíîñòi (4.20) ÷åðåç íîðìó ïðàâî¨ ÷àñòèíè φ̂(k) óìîâ (4.7):∥∥∆−1(k)φ̂(k)∥∥ ≤ C2k̃

| det∆(k)|
∥φ̂(k)∥, (4.26)

äå äîäàòíà ñòàëà C2 íå çàëåæèòü âiä k òà φ̂(k), k ∈ Rp.

4.1.4. Äîñëiäæåííÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ Íàñòóïíèì êðîêîì ïiñëÿ

âñòàíîâëåííÿ îöiíêè (4.26) ¹ âñòàíîâëåííÿ îöiíîê çíèçó âèðàçiâ | det∆(k)|,

k ∈ Zp, ÿêi çàëåæàòü âiä ôóíêöié b11(t), b12(t), b21(t), b22(t). Ââàæà¹ìî, ùî öi

ôóíêöi¨ àáñîëþòíî iíòåãðîâíi, òîáòî íàëåæàòü äî ïðîñòîðó L1(0, T ).

Ïîçíà÷èìî Bij ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ bij, à ñàìå Bij = 1
T

∫ T

0 bij(τ) dτ ,

òîäi, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ b0ij(t) = bij(t)−Bij, ôóíêöiÿ b0ij ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹

çíà÷åííÿ, 1
T

∫ T

0 b0ij(τ) dτ = 0, à òàêîæ bij = Bij+b
0
ij äå (Bij, b

0
ij) ∈ R×L1[0](0, T ),

ïðè÷îìó L1[0](0, T ) îçíà÷à¹ ïiäïðîñòið ôóíêöié iç ïðîñòîðó L1(0, T ), ùî ìà-

þòü íóëüîâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ.

Îòæå, ïðîñòið L1(0, T ) ¹ içîìîðôíèì äåêàðòîâîìó äîáóòêó R×L1[0](0, T ),

à ñàìå, âií ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ: L1(0, T ) = R⊕L1[0](0, T ).

Òàêi içîìîðôiçìè ïðîñòîðiâ i äåêàðòîâèõ äîáóòêiâ øèðîêî âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [3, ñ. 15].

Âåêòîð α = (B11, B22) ∈ O2, äå O � îäèíè÷íèé êðóã ç öåíòðîì ó ïî÷à-

òêó êîîðäèíàò êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ââàæà¹ìî âåêòîðîì ïàðàìåòðiâ çàäà÷i
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(4.1), (4.2), à ôóíêöi¨ b011, b12, b21, b
0
22 ôiêñó¹ìî.

ßêîþ á ìàëîþ íå áóëà (íàïåðåä çàäàíà ôiêñîâàíà) ôóíêöiÿ χ(k), çíà-

éäåòüñÿ òàêèé âåêòîð α ∈ O2, ùî áåçëi÷ ðàçiâ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

| det∆(k)| < χ(k). Çíàìåííèêè ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè ìàþòü íàçâó ìàëèõ

çíàìåííèêiâ. Âèðiøåííÿ ïðîáëåìè ìàëèõ çíàìåííèêiâ, òîáòî âñòàíîâëåííÿ

äëÿ íèõ îöiíêè çíèçó, ¹ çàäà÷åþ ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ äiîôàíòîâèõ íàáëèæåíü, â

îñíîâi ÿêî¨ ïîêëàäåíî ìåòðè÷íèé ïiäõiä äî ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷.

Ìàëi çíàìåííèêè âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi ðiçíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ òà äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ çàäà÷ â iíøèõ ãà-

ëóçÿõ ìàòåìàòèêè [77,112,113]. Öi çàäà÷i, ÿê ïðàâèëî, ¹ íåêîðåêòíèìè (óìîâíî

êîðåêòíèìè). Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îöiíîê çíèçó çíàìåííèêiâ ó ôîðìóëi (4.26),

òàêîæ âèêîðèñòà¹ìî ìåòðè÷íèé ïiäõiä. Âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ measΛ,

äå Λ ⊂ O2, äëÿ ïîçíà÷åííÿ ìiðè ìíîæèíè Λ. Öÿ ìiðà iíäóêó¹òüñÿ ìiðîþ

Ëåáåãà ó ïðîñòîði R4.

ßêùî bjj = Bjj + b0jj, j = 1, 2, òî óìîâè (4.2) çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäiB11 0

0 B22

∫ T

0

 u(τ, ·)
∂u

∂t
(τ, ·)

 dτ+

+

∫ T

0

b011(τ) b12(τ)

b21(τ) b022(τ)

 u(τ, ·)
∂u

∂t
(τ, ·)

 dτ =

φ1

φ2

 ,

à ìàòðèöÿ (4.13) ïðè k ̸= 0 ¹ ñóìîþ äâîõ ìàòðèöü, òîáòî

∆(k) =

B11 0

0 B22

∆1(k) + ∆2(k), (4.27)

äå ìàòðèöi ∆1(k) i ∆2(k) íå çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ B11 òà B22 i âèçíà÷àþ-

òüñÿ òàêèìè ôîðìóëàìè: ∆1(k) =

∫ T

0

 1 1

ρk(τ) −ρk(τ)

Yk(τ) dτ ,

∆2(k) =

∫ T

0

b011(τ) b12(τ)

b21(τ) b022(τ)

 1 1

ρk(τ) −ρk(τ)

Yk(τ) dτ.
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Ïðè k = 0 ìà¹ìî òàêîæ ðiâíiñòü (4.27), ïðè÷îìó

∆1(0) =

T T 2/2

0 T

 , ∆2(0) =


0

T∫
0

τb011(τ) dτ +B12

B21

T∫
0

τb21(τ) dτ

 .

Òåîðåìà 4.2 Íåõàé äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ñòàëèõ C3 > 0 òà r1 äëÿ âñiõ âå-

êòîðiâ k ∈ Zp âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

| det∆1(k)| ≥ C−13 k̃−r1, (4.28)

òîäi äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë r2, r2 > p, òà ε, 0 < ε < 1, à òàêîæ äëÿ

âñiõ âåêòîðiâ α ∈ O2\Bε i äëÿ âñiõ âåêòîðiâ k ∈ Zp âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

| det∆(k)| ≥ ε

C3C4(r2)
k̃−r1−r2, (4.29)

äå Bε � äåÿêà ìíîæèíà ç ìiðîþ Ëåáåãà measBε ≤ ε, ñòàëà C4(r2) âèçíà÷à-

¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ C4(r2) = 2π2
∑
k∈Zp

k̃−r2.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(k) ìíîæèíó òèõ âåêòîðiâ α ∈ O2, ÿêi ïðè

ôiêñîâàíîìó k ∈ Zp çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó, ïðîòèëåæíó äî (4.29), à ñàìå

| det∆(k)|/| det∆1(k)| < d2(k) ≡ ε

C4(r2)
k̃−r2, (4.30)

äå d(k) =
√
ε/C4(r2) k̃

−r2/2. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.27), îòðèìà¹ìî òàêó ôà-

êòîðèçàöiþ:

det∆(k)/ det∆1(k) =
(
B11 +∆11(k)

)(
B22 +∆22(k)− ∆12(k)∆21(k)

B11 +∆11(k)

)
, (4.31)

äå

∆11(k) ∆12(k)

∆21(k) ∆22(k)

 = ∆2(k)∆
−1
1 (k). Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó òèõ ÷èñåë B11 ∈

O, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|B11 +∆11(k)| < d(k) (4.32)

ïðè ôiêñîâàíîìó åëåìåíòóB22 âåêòîðà α ∈ O2. Öÿ ìíîæèíà ¹ ÷àñòèíîþ êðóãà

ðàäióñà d(k), òîìó ¨¨ ìiðà ìåíøà, íiæ ïëîùà πd2(k) öüîãî êðóãà. Iíòåãðóþ÷è
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ïî çìiííié B22 íà ìíîæèíi O, îòðèìó¹ìî îöiíêó measB′(k) < π2d2(k), äå

B′(k) � ìíîæèíà âåêòîðiâ α ∈ O2, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (4.32).

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó òèõ ÷èñåë B22, äëÿ ÿêèõ, ïðè ôiêñîâàíîìó åëåìåíòi

B11 âåêòîðà α ∈ O2 \B′(k), âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣B22 +∆22(k)− ∆12(k)∆21(k)

B11 +∆11(k)

∣∣∣ < d(k), (4.33)

Öÿ ìíîæèíà òàêîæ ìà¹ ìiðó ìåíøó, íiæ ÷èñëî πd2(k), òîìó ìíîæèíà B′′(k)

òèõ α ∈ O2 \ B′(k), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (4.33), ìà¹ ìiðó

measB′′(k) < π2d2(k).

ßêùî α ̸∈ B′(k)∪B′′(k), òî âèêîíóþòüñÿ ïðîòèëåæíi äî íåðiâíîñòåé (4.32)

i (4.33) íåðiâíîñòi, à îòæå, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.31), íå âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

(4.30), òîìó iç ôîðìóëè (4.28) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (4.29), òîáòîB(k) ⊂ B′(k)∪

B′′(k) i ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

measB(k) < 2π2d2(k) =
2π2ε

C4(r2)
k̃−r2. (4.34)

Íà ìíîæèíi O2 \ B(k) ôóíêöiÿ | det∆(k)| âåêòîðà α çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(4.29) äëÿ ôiêñîâàíîãî íåíóëüîâîãî öiëî÷èñëîâîãî âåêòîðà k, à íà ìíîæèíi∪
k∈Zp

(
O2 \B(k)

)
= O2 \Bε, Bε =

∪
k∈Zp

B(k),

äå

measBε ≤
∑
k∈Zp

measB(k) < 2π2εC−14 (r2)
∑
k∈Zp

k̃−r2 = ε,

îöiíêà (4.29) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ âåêòîðiâ k ∈ Zp.

Òåïåð iç îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi (4.29) òà ôîðìóëè (4.26) ìà¹ìî íåðiâíiñòü

∥∥∆−1(k)φ̂(k)∥∥ ≤ ε−1C ′5(r2)k̃
1+r1+r2∥φ̂(k)∥, (4.35)

äå C ′5(r2) = C2C3C4(r2). �¨ çàñòîñîâó¹ìî ïðè äîâåäåííi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 4.3 ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.28), òî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ÷èñåë

r2 > p i 0 < ε < 1 iñíó¹ òàêà ìíîæèíà Bε, ìiðà ÿêî¨ measBε < ε, ùî äëÿ
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âñiõ ôóíêöié φ1 ∈ H2+r1+r2(Ω
p
2π), φ2 ∈ H2+r1+r2(Ω

p
2π) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u = u(t, x) çàäà÷i (4.1), (4.2), ïðè÷îìó u(t, ·) ∈ H1(Ω
p
2π),

∂u

∂t
(t, ·) ∈ H0(Ω

p
2π)

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ α iç ìíîæèíè O2 \Bε, à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ε · max
t∈[0,T ]

{
∥u(t, ·);H1(Ω

p
2π)∥,

∥∥∥∂u
∂t

(t, ·);H0(Ω
p
2π)
∥∥∥} ≤ C5∥φ;H2+r1+r2(Ω

p
2π)∥,

(4.36)

äå C5 = C ′5(r2)max
{√

2+T 2, 2
√
2A0A

JA−1min, 2A0A
J
}
, ÷èñëî l−1 îçíà÷à¹ êiëü-

êiñòü çìií çíàêó ôóíêöi¨ a′(t) íà ïðîìiæêó [0, T ], J � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà

(l + 1)/2, A = Amax/Amin.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ k iç ôîðìóë (4.22), (4.24), (4.25)

ìà¹ìî íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

k̃2|uk(t)|2 ≤ 8k̃2A2
0A

2JA−2min∥∆−1(k)φ̂(k)∥2,∣∣∣duk(t)
dt

∣∣∣2 ≤ 4k̃2A2
0A

2J∥∆−1(k)φ̂(k)∥2.

Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî íåðiâíiñòü (4.35) äëÿ îòðèìàííÿ îñòàòî÷íèõ íåðiâíîñòåé

k̃2|uk(t)|2 ≤
8A2

0A
2JC ′5

2(r2)

ε2A2
min

k̃4+2r1+2r2∥φ̂(k)∥2,

∣∣∣duk(t)
dt

∣∣∣2 ≤ 4A2
0A

2JC ′5
2(r2)

ε2
k̃4+2r1+2r2∥φ̂(k)∥2.

Iç ôîðìóë (4.8) òà (4.35) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

max
t∈[0,T ]

(
|u0(t)|2,

∣∣∣du0(t)
dt

∣∣∣2) ≤ 2 + T 2

ε2
C ′5

2(r2)∥φ̂(0)∥2.

Çà óìîâè òåîðåìè ôóíêöi¨ φ1 ∈ H2+r1+r2(Ω
p
2π), φ2 ∈ H2+r1+r2(Ω

p
2π), òîìó

âiäïîâiäíi ðÿäè äëÿ ðîçâ'ÿçêó
∑
k∈Zp

k̃2|uk(t)|2 òà éîãî ïîõiäíî¨
∑
k∈Zp

|duk(t)/dt|2

¹ çáiæíèìè äëÿ âñiõ ÷èñåë t ∈ [0, T ] ðàçîì iç ðÿäîì
∑
k∈Zp

k̃4+2r1+2r2∥φ̂(k)∥2.

Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.1), (4.2) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] ïðèéìà¹

çíà÷åííÿ ó ïðîñòîði H1(Ω
p
2π), éîãî ïîõiäíà çà t ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ó ïðîñòîði

H0(Ω
p
2π), à òàêîæ âèêîíóþòüñÿ îöiíêè (4.36).
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Ââåäåìî îïåðàòîðè (1 − ∆)q òà
√
−∆, ÿêi äiþòü íà ïåðiîäè÷íó ôóíêöiþ

η =
∑
k∈Zp

η̂(k)eikx çãiäíî ç ôîðìóëàìè

(1−∆)qη =
∑
k∈Zp

k̃2qη̂(k)eikx,
√
−∆ η =

∑
k∈Zp

∥k∥η̂(k)eikx.

Íàñëiäîê 4.1 Íåõàé φ1 ∈ Hq+r1+r2+1(Ω
p
2π), φ2 ∈ Hq+r1+r2+1(Ω

p
2π), q ∈ R,

òà âèêîíóþòüñÿ iíøi óìîâè òåîðåìè 4.3, òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u =

u(t, x) çàäà÷i (4.1), (4.2), ïðè÷îìó u(t, ·) ∈ Hq(Ω
p
2π),

∂u

∂t
(t, ·) ∈ Hq−1(Ω

p
2π) äëÿ

âñiõ âåêòîðiâ α iç ìíîæèíè O2 \Bε i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

ε · ∥u(t, ·);Hq(Ω
p
2π)∥ ≤ C5 ∥φ;Hq+r1+r2+1(Ω

p
2π)∥,

ε ·
∥∥∥∂u
∂t

(t, ·);Hq−1(Ω
p
2π)
∥∥∥ ≤ C5 ∥φ;Hq+r1+r2+1(Ω

p
2π)∥.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöi¨ (1−∆)q−1φ1 òà (1−∆)q−1φ2 íàëåæàòü äî ïðîñòîðó

H2+r1+r2(Ω
p
2π), òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè 4.3 ìà¹ìî, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

v çàäà÷i (4.1), (4.2) iç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè (1 − ∆)q−1φ1 òà (1 − ∆)q−1φ2 â

óìîâàõ (4.2) i v(t, ·) ∈ H1(Ω
p
2π),

∂v

∂t
(t, ·) ∈ H0(Ω

p
2π) Çâiäñè òà ç íåðiâíîñòi (4.36)

âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ íàñëiäêó. Ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (4.1), (4.2) âèçíà÷à¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ u = (1−∆)1−qv.

Íàñëiäîê 4.2 Äëÿ ðîçâ'ÿçêó u = u(t, x) çàäà÷i (4.1), (4.2) ñïðàâäæó¹òüñÿ

òàêîæ îöiíêà

a2(t)∥
√
−∆u(t, ·);Hq−1(Ω

p
2π)∥+

+
∥∥∥∂u
∂t

(t, ·);Hq−1(Ω
p
2π)
∥∥∥ ≤ 1

ε
C5 ∥φ;Hq+r1+r2+1(Ω

p
2π)∥.

Äîâåäåííÿ. Øóêàíó îöiíêó îòðèìà¹ìî íà îñíîâi íåðiâíîñòåé (4.22), (4.35)

òà íàñëiäêó 4.1.

Çàóâàæåííÿ 4.1 Â óìîâàõ òåîðåìè 4.3 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.1), (4.2) iñíó¹

íå ëèøå â îáëàñòi O2 \ Bε, àëå i â øèðøié îáëàñòi O2 \ B, äå measB = 0,

ïðîòå äëÿ âåêòîðà α ∈ Bε \ B, âçàãàëi, íå âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (4.36),

à âèêîíóþòüñÿ ñëàáøi îöiíêè ∥u(t, ·);H1(Ω
p
2π)∥ ≤ C6 ∥φ;H2+r1+r2(Ω

p
2π)∥,
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∥∥∥∂u
∂t

(t, ·);H0(Ω
p
2π)
∥∥∥ ≤ C7 ∥φ;H2+r1+r2(Ω

p
2π)∥, äå ñòàëi C6 i C7 íå çàëåæàòü

âiä φ, àëå çàëåæàòü âiä âåêòîðà α i ¹ íåîáìåæåíèìè íà ìíîæèíi Bε \B.

4.2. Çàäà÷à ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿííÿ âèñîêîãî ïî-

ðÿäêó

Â îáëàñòi, ùî ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì âiäðiçêà [0, T ] i p-âèìiðíîãî òîðà Ωp
2π,

äîñëiäæåíî íåëîêàëüíó çàäà÷ó çi çàãàëüíèìè iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ

ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äîâiëüíîãî ïîðÿäêó. Çàäà÷à õàðàêòåðèçó¹òüñÿ

íàÿâíiñòþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ, âîíà ¹ íåêîðåêòíîþ çà Àäàìàðîì ó äîâiëüíèõ

íàïåðåä çàäàíèõ øêàëàõ ïðîñòîðiâ ïåðiîäè÷íèõ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè

ôóíêöié. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îöiíêó çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, íà îñíî-

âi ÿêî¨ çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó ó ïðÿìó ñóìó ïðîñòîðó êîåôiöi¹íòiâ â iíòå-

ãðàëüíèõ óìîâàõ îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó

ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà.

Âñòóï. Çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà âèäiëåíîþ (÷àñîâîþ) çìií-

íîþ ¹ ïðåäìåòîì ðîçãëÿäó áàãàòüîõ àâòîðiâ, ÿêi âèâ÷àëè òàêi çàäà÷i ó öèëií-

äðè÷íèõ îáìåæåíèõ òà íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ, à òàêîæ äëÿ íåöèëiíäðè÷íèõ,

àëå ïëîñêèõ, çîêðåìà îáëàñòåé ç íåâiäîìèìè ãðàíèöÿìè, à òàêîæ ç iíòåãðàëü-

íèìè óìîâàìè çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè [15,63,125,126,138,162].

Äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çà äåÿêèõ ïðèïóùåíü, ùî ãàðàíòóþòü

ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ ïðèíöèïó ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðàæåíü. Âèêîðèñòîâó-

þ÷è iíøèé ïiäõiä, çîêðåìà ìåòðè÷íèé, ùî ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi çàäà÷i ÿê çàäà÷i

ç ïàðàìåòðàìè, ìîæíà âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ó âiäïî-

âiäíié øêàëi ïðîñòîðiâ äëÿ ìàéæå âñiõ (ó ñåíñi ìiðè) çíà÷åíü öèõ ïàðàìåòðiâ.

Ó äàíîìó ïóíêòi � ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ, ùî ïðîäîâæóþòü ðåçóëüòàòè

ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó. Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿç-
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êó ëiíiéíîãî ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó,

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ çàãàëüíi ëiíiéíi iíòåãðàëüíi óìîâè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ.

4.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ïîçíà÷åííÿ. Â îáëàñòiDp = [0, T ]×Ωp
2π,

äå T > 0, Ωp
2π � p-âèìiðíèé òîð çìiííî¨ x = (x1, . . . , xp), ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à

L(t,Dt, D)u = Dn
t +

n∑
j=1

Aj(t,D)Dn−j
t u = f, (4.37)

∫ T

0

n∑
j=1

bij(τ,D)Dj−1
t u(τ, ·) dτ = φi. (4.38)

Êîåôiöi¹íòè Aj(t,D) ðiâíÿííÿ (4.37) � äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè, ùî äi-

þòü çà çìiííîþ x, ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

Aj(t,D) =
∑
|s|≤jl

ajs(t)D
s = A0

j(t,D) + A1
j(t,D)

ïðè÷îìó A0
j(t,D) =

∑
|s|=jl

ajs(t)D
s, A1

j(t,D) =
∑
|s|≤(j−1)l ajs(t)D

s, ajs(t) �

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi íà [0, T ] êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨, Dt = ∂/∂t,

Ds = Ds1
1 · · ·D

sp
p , s = (s1, . . . , sp), |s| = s1+· · ·+sp,Dj = −i∂/∂xj, j = 1, . . . , p.

Ââàæà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ (4.37) ¹ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèì, à òîìó êîðåíi

λ1(t, ξ), . . . , λn(t, ξ) àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

λn +
n∑

j=1

A0
j(t, ξ)λ

n−j = 0, t ∈ [0, T ], ξ ̸= 0, (4.39)

¹ óÿâíèìè òà ðiçíèìè â îáëàñòi [0, T ] × Rp \ {0}. ×èñëî l ¹ äîâiëüíèì íàòó-

ðàëüíèì; âîíî õàðàêòåðèçó¹ àíiçîòðîïíiñòü ðiâíÿííÿ (4.37).

Êîåôiöi¹íòè bij(t,D) óìîâ (4.38) � òàêîæ äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè, ùî

ìàþòü òàêèé âèãëÿä: bij(t,D) =
∑

|s|≤(n−j+1)l

Bijs(t)D
s, ïðè÷îìó ôóíêöi¨ Bijs(t)

íàëåæàòü îäèíè÷íié êóëi ïðîñòîðó L2(0, T ).

Ôóíêöi¨ φi � çàäàíi 2π-ïåðiîäè÷íi, à ôóíêöiÿ u = u(t, x) � øóêàíèé 2π-

ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.37), (4.38).
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4.2.2. Ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ. Çðîáèìî

çàìiíó U = col(U 1, . . . , Un),

U j = D̃(n−j+1)lDj−1
t u, j = 1, . . . , n, (4.40)

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ U ∈ Hq−nl(Dp), ÿêùî u ∈ Hn
l,q(Dp) i íàâïàêè. ßêùî u �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.37), (4.38), òî U çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü ç ÷àñòèííè-

ìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çìiííîþ t òàêîãî âèãëÿäó

DtU = D̃lA0(t,D)U + A1(t,D)U + F, (4.41)

äå F = col(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, f), ïðè÷îìó iç âèêîíàííÿ óìîâè U ∈ Hq−nl(Dp) âèïëèâà¹,

ùî u ∈ Hn
l,q(Dp). Îáìåæåíi ó ïðîñòîði Hq(Ω

p
2π) ìàòðè÷íi îïåðàòîðè A

0(t,D)

òà A1(t,D) ìàþòü ðîçìið n× n i åëåìåíòè A0
ij(t,D) òà A1

ij(t,D) âiäïîâiäíî.

Ñåðåä åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòåé A0
ij(t, k) òà A

1
ij(t, k) íåíóëüîâèìè ¹ ëèøå

òàêi åëåìåíòè:

A0
i,i+1(t, k) = 1 ïðè k ̸= 0, i = 1, . . . , n− 1,

A1
i,i+1(t, 0) = 1 ïðè i = 1, . . . , n− 1,

A0
nj(t, k) = A0

n−j+1(t, k/k̃) ïðè k ̸= 0, j = 1, . . . , n,

A1
nj(t, k) = k̃(j−n)lA1

n−j+1(t, k) ïðè j = 1, . . . , n.

Iç ñòðóêòóðè àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (4.39) âèïëèâà¹, ùî

λj(t, k) = k̃lλj(t, k/k̃) ≡ k̃µj(t, k), j = 1, . . . , n.

×èñëà µj(t, k) ¹ êîðåíÿìè àëãåáðè÷íîãî ðiâíÿííÿ µ
n +

n∑
j=1

A0
j(t, k/k̃)µ

n−j = 0

i âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi A0(t, k). Âíàñëiäîê ñòðîãî¨ ãiïåðáîëi÷íîñòi ðiâ-

íÿííÿ (4.37) âîíè ¹ óÿâíèìè i íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè çà çìiííîþ t ∈ [0, T ].

Iñíóþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi µ′j ≡
dµj(t, k)

dt
, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

µ′j =

−
n∑

j=1

dA0
j(t, k/k̃)

dt
µn−jj (t, k)

nµn−1j (t, k) +
n−1∑
j=1

(n− j)A0
j(t, k/k̃)µ

n−j−1
j (t, k)

.
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Ðîçãëÿíåìî ÿê ó ðîáîòi [73] çàìiíó íåâiäîìî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ U çà ôîðìó-

ëîþ

U(t, x) = R(t,D)G(t,D)Z(t, x), (4.42)

äå îáìåæåíi îïåðàòîð-ìàòðèöi R(t,D) òà G(t,D) âèçíà÷àþòüñÿ ïîñëiäîâ-

íîñòÿìè R(t, k) òà G(t, k) ïðè÷îìó R(t, 0) i G(t, 0) îäèíè÷íi ìàòðèöi ïî-

ðÿäêó n, R(t, k) =
(
µα−1j (t, k)

)n
α,j=1

� ìàòðèöÿ Âàíäåðìîíäà, R(t,D) =

diag
(
exp

(
k̃l
∫ t

0 µj(τ, k) dτ
))n

j=1
� äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.

Îáìåæåíiñòü îïåðàòîðiâ R(t,D) òà G(t,D) âèïëèâà¹ ç ãiïåðáîëi÷íîñòi ðiâ-

íÿííÿ (4.37). Ç öi¹¨ æ ïðè÷èíè îáìåæåíèìè ¹ îáåðíåíi îïåðàòîðè R−1(t,D) i

G−1(t,D), à òàêîæ îïåðàòîð DtR(t,D), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ [73]

ç åëåìåíòàìè: 0 ïðè k = 0 i
(
(α− 1)µα−2j (t, k)

dµj(t, k)

dt

)n
α,j=1

ïðè k ̸= 0.

Òåîðåìà 4.4 ßêùî âåêòîð-ôóíêöiÿ Z iç ïðîñòîðó Hq1(Dp) çàäîâîëüíÿ¹ ñè-

ñòåìó ðiâíÿíü

DtZ = A2(t,D)Z +G−1(t,D)R−1(t,D)F, (4.43)

äå A2(t,D)=G−1(t,D)R−1(t,D)(D̃lA1(t,D)R(t,D)G(t,D)−DtR(t,D)G(t,D)),

òî ôóíêöiÿ (4.42) çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü (4.41) i U ∈ Hq1(Dp). ßêùî

Φ(t, k)�ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó Φ′(t, k) = A2(t, k)Φ(t, k), íîðìîâàíà ðiâ-

íiñòþ Φ(0, k) = G−1(0, k)R−1(0, k), i f ∈ C
(
[0, T ],Hq1(Ω

p
2π)
)
, òî ôóíêöiÿ

U(t, x) = R(t,D)G(t,D)Φ(t,D)C +R(t,D)G(t,D)Φ(t,D)×

×
∫ t

0

Φ−1(τ,D)G−1(τ,D)R−1(τ,D)F (τ, x) dτ, (4.44)

íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Hq1(Dp) i çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó U(0, x) =

C(x), äå C � äîâiëüíà ôóíêöiÿ iç ïðîñòîðó Hq1(Ω
p
2π).

Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ÷àñòèíà òåîðåìè äîâîäèòüñÿ ïîäiáíî äî äîâåäåííÿ

ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè 4.1 ó ïiäðîçäiëi 4.1.



123

Çà ôîðìóëîþ Êîøi ðiâíÿííÿ (4.43) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

Z(t, x)=Φ(t,D)C+Φ(t,D)

∫ t

0

Φ−1(τ,D)G−1(τ,D)R−1(τ,D)F (τ, x) dτ. (4.45)

Çà òåîðåìîþ 4.1 îïåðàòîð Φ(t,D) � îáìåæåíèé. Çâiäñè ç óìîâ òåîðåìè

îòðèìó¹ìî ∥Z;Hq1(Dp)∥2 ≤ const
(
∥C;Hq1(Ω

p
2π)∥2 + ∥Z;Hq1(Dp)∥2

)
, òîáòî

Z ∈ Hq1(Dp). Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.45) ó (4.42) îäåðæó¹ìî ôîðìóëó (4.44).

Ïðè t = 0 ìà¹ìî U(0, x) = R(0, D)G(0, D)Φ(0, D)C(x) = C(x).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

4.2.3. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Ïåðåòâîðèìî óìîâè (4.38) äî

âèãëÿäó ∫ T

0

B(t,D)U(τ, x) dτ = φ(x), (4.46)

äå B(t,D) =
(
D̃(j−n−1)lbij(t,D)

)n
i,j=1

.

Ìàòðè÷íèé îïåðàòîð B(t,D) ìà¹ îáìåæåíi åëåìåíòè D̃(j−n−1)lbij(t,D), ùî

óòâîðåíi ïîñëiäîâíîñòÿìè
bij(t, k)

k̃(n−j+1)l
=

∑
|s|≤(n−j+1)l

k̃|s|−(n−j+1)lBijs(t)(k/k̃)
s. Ïiä-

ñòàâëÿþ÷è ôîðìóëó (4.44) â óìîâè (4.46) ìà¹ìî ñèñòåìó äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ C:

Q(D)C = φ−
∫ T

0

H(s,D)F (s, x) ds,

äå Q(D) =
T∫
0

B(τ,D)R(τ,D)G(τ,D)Φ(τ,D) dτ ,

H(s,D) =

∫ T

s

B(τ,D)R(τ,D)G(τ,D)Φ(τ,D) dτΦ−1(τ,D)G−1(τ,D)R−1(τ,D).

Îïåðàòîðè Q(D) òà H(s,D) ¹ îáìåæåíèìè ó ïðîñòîði Hq(Dp), òîìó îáìå-

æåíèì áóäå îïåðàòîð Q∨(D), äå Q∨(k) ïðè¹äíàíà ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi Q(k).

Ïîäi¹ìî îïåðàòîðîì Q∨(D), òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ C îòðè-

ìó¹ìî ñèñòåìó çi ñêàëÿðíèì îïåðàòîðîì detQ(D), à ñàìå

detQ(D) · C = Q∨(D)φ−Q∨(D)

∫ T

0

H(s,D)F (s, x) ds. (4.47)
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Ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó C öi¹¨ ñèñòåìè çàëåæèòü âiä âëàñòèâîñòåé îïåðàòî-

ðà detQ(D), çîêðåìà, ðîçâ'ÿçîê C íàëåæèòü øêàëi ïðîñòîðiâ Hq(Dp), ÿêùî

îïåðàòîð
(
detQ(D)

)−1
¹ îáìåæåíèì ó öié øêàëi.

Òåîðåìà 4.5 Íåõàé äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà r ∈ R îïåðàòîð
(
detQ(D)

)−1
D̃−r

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:(
detQ(D)

)−1
D̃−r îáìåæåíèé ó Hq−nl(Ω

p
2π). (4.48)

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C
(
[0, T ],Hq−nl(Ω

p
2π)
)
iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ Hn
l,q(Dp) çàäà÷i (4.37), (4.38), äå u = D̃−nlU 1, ïðè÷îìó U âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ (4.44), ó ÿêié C(x) = Q−1(D)
(
φ−

∫ T

0 H(s,D)F (s, x) ds
)
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âåêòîð C = C(x)� ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.47),

òî äëÿ âñòàíîâëåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.37), (4.38) äîñòàòíüî äîâå-

ñòè âêëþ÷åííÿ u ∈ Hn
l,q(Dp). Iç óìîâ òåîðåìè ìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ

C(x) = D̃r
(
detQ(D)

)−1
D̃−rQ∨(D)

(
φ−

∫ T

0

H(s,D)F (s, x) ds
)
.

íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Hq−nl(Ω
p
2π), à ôóíêöiÿ F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó âêëþ÷å-

ííÿ F ∈ Hq−nl(Dp). Òîäi çà òåîðåìîþ 4.4 âåêòîð-ôóíêöiÿ U íàëåæèòü äî

ïðîñòîðó Hq−nl(Dp). Çâiäñè äëÿ ôóíêöi¨ u îòðèìó¹ìî íåîáõiäíå òâåðäæåííÿ:

u ∈ Hn
l,q(Dp).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Óìîâà (4.48) òåîðåìè 4.5 äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ðiâíÿííÿ (4.37) âè-

çíà÷à¹ îáìåæåííÿ íà ôóíêöi¨ Bijs(t), ÿêi ¹ êîåôiöi¹íòàìè â óìîâàõ (4.38).

Ïåðåâiðêà öi¹¨ óìîâè ïîëÿãà¹ ó âñòàíîâëåííi äëÿ âñiõ öiëî÷èñëîâèõ âåêòîðiâ

k íåðiâíîñòi ∣∣ detQ(k)∣∣ ≥ C1k̃
−r, (4.49)

äå C1 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä k.

Âèðàçè detQ(k) ìîæóòü, âçàãàëi, ïðÿìóâàòè äî íóëÿ (äëÿ äåÿêî¨ ïiäïî-

ñëiäîâíîñòi âåêòîðiâ k ∈ Zp) íå òàê ÿê ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ i øâèäêiñòü ïðÿìó-

âàííÿ äî íóëÿ ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî âåëèêîþ.
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Âèíèêà¹ ïðîáëåìà ìàëèõ çíàìåííèêiâ. Çàäà÷à âñòàíîâëåííÿ íåðiâíîñòi

(4.49) i âèçíà÷åííÿ ñòàëî¨ r ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó.

Ïðè òàêîìó ïiäõîäi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìiðà Ëåáåãà òà ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà

äëÿ âèìiðþâàííÿ ìíîæèí çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ çàäà÷i. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòðè-

÷íèé ïiäõiä äî îöiíþâàííÿ âåëè÷èí detQ(k), äå k ∈ Zp.

4.2.4. Îöiíþâàííÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ. Çàôiêñó¹ìî äîñëiäæóâàíå

ðiâíÿííÿ (4.37), òîáòî ÷èñëà n, l òà êîåôiöi¹íòè ajs(t) ðiâíÿííÿ, à òàêîæ ÷èñëî

T òà êîåôiöi¹íòè Bijs(t) â óìîâàõ (4.38), çà âèíÿòêîì äåÿêèõ p êîåôiöi¹íòiâ

ó êîæíié ç n óìîâ (4.38).

Îñòàííi êîåôiöi¹íòè òàêîæ íå áóäåìî çìiíþâàòè äîâiëüíî, à ëèøå âçäîâæ

äåÿêèõ ôiêñîâàíèõ ïðÿìèõ ó ïðîñòîði L2(0, T ). ×àñòèííèé âèïàäîê òàêîãî

âèáîðó êîåôiöi¹íòiâ ðåàëiçîâàíî ó ïiäðîçäiëi 4.1.

Âèêîðèñòîâó¹ìî ãåîìåòðè÷íó âëàñòèâiñòü ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó, ÿêà ïî-

ëÿãà¹ ó òîìó, ùî âií ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ñâî¨õ îðòîãîíàëüíèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Îðòîãîíàëüíi âåêòîðè âèçíà÷àþòüñÿ íóëüîâèì çíà÷åííÿì ¨õ ñêàëÿðíîãî äî-

áóòêó ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.

Âèáèðà¹ìî îäíîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè äëÿ ðîçêëàäó ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòî-

ðó L2(0, T ) ó ïðÿìó ñóìó. Òîäi îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ ìàþòü îäèíè÷íó

êîðîçìiðíiñòü i ñêëàäàþòüñÿ ç âåêòîðiâ, ÿêi îðòîãîíàëüíi äî áàçîâîãî âåêòîðà

(ÿêèé âè÷åðïó¹ áàçó) îäíîâèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó.

Âèáåðåìî np îäíîâèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ îäèíè÷íèìè

áàçîâèìè âåêòîðàìè βi(t) ∈ L2(0, T ), äå i = 1, . . . , np, òîäi êîæåí åëåìåíò

g(x) ∈ L2(0, T ) ìîæíà îäíîçíà÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè

g(t) = αβi(t) + g⊥(t), (4.50)

äå êîìïëåêñíå ÷èñëî α âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ α =
(
g(t), βi(t)

)
L2(0,T )

, à åëåìåíò

g⊥(t) ∈ L2(0, T ) îðòîãîíàëüíèé äî åëåìåíòà βi(t):
(
g⊥(t), βi(t)

)
L2(0,T )

= 0. Iç

ôîðìóëè (4.49) îòðèìó¹ìî, ùî ïðîñòið L2(0, T ) çà ôîðìóëîþ g ←→ α ·βi+g⊥
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ái¹êòèâíî âiäîáðàæà¹òüñÿ íà äåêàðòîâèé äîáóòîê ïðîñòîðiâ C×L⊥βi

2 (0, T ), äå

L⊥βi

2 (0, T )�ïiäïðîñòið ôóíêöié iç L2(0, T ), ÿêi îðòîãîíàëüíi äî ôóíêöi¨ βi(t).

Äîäàòêîâî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü äëÿ íîðì:

∥g(t);L2(0, T )∥2 = |α|2 + ∥g⊥(t);L2(0, T )∥2. (4.51)

ßêùî ó ôîðìóëi (4.50) çàôiêñóâàòè ôóíêöi¨ βi(t) òà g⊥(t), òî ôóíêöiÿ

g(t) = gα(t) ¹ òî÷êîþ íà ïðÿìié ó ïðîñòîði L2(0, T ). Ïàðàìåòð α âèçíà÷à¹

ïîëîæåííÿ òî÷êè íà öié ïðÿìié.

Òåïåð ââåäåìî âåêòîð b̄� âåêòîð êîåôiöi¹íòiâ iç óìîâ (4.38), ÿêèé áóäå-

ìî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ îöiíþâàííÿ ìàëèõ çíà-

ìåííèêiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç b(d−1)n+j(t), j = 1, . . . , n, � êîåôiöi¹íò îïåðàòîðà

bjj(t,D) ïðè ïîõiäíié Dsjd
d , äå 0 ≤ sjd ≤ (n − j + 1)l, d = 1, . . . , p. Ââàæà¹ìî,

ùî öi ôóíêöi¨ b1(t), . . . , bnp(t) ¹ åëåìåíòàìè âiäðiçêiâ ïðÿìèõ

α1β1(t) + g⊥1 (t), . . . , αnpβnp(t) + g⊥np(t)

ó ïðîñòîði L2(0, T ). Iç ðiâíîñòi (4.51) îòðèìó¹ìî, ùî ÷èñëî αj íàëåæèòü êðóãó

ðàäióñà

Rj =
√
1− ∥g⊥(t);L2(0, T )∥2 (4.52)

ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C:

|αj|2 ≤ 1− ∥g⊥(t);L2(0, T )∥2 = R2
j , j = 1, . . . , np,

òîìó ôóíêöi¨ ñïðàâäæóþòü óìîâè:(
g⊥(t), βi(t)

)
L2(0,T )

= 0, ∥g⊥(t);L2(0, T )∥ < 1.

Íåõàé ìíîæèíà L⊙j ⊂ L2(0, T ) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

L⊙j =
{
bj(t) : bj(t) = αjβj(t) + g⊥j (t), |αj| ≤ Rj

}
,

òîäi âåêòîð b̄(t) = col
(
b1(t), . . . , bnp(t)

)
íàëåæèòü äåêàðòîâîìó äîáóòêó �ìíî-

æèíi L⊙ = L⊙1 × · · · ×L⊙np. Çàäàìî ìiðó íà ïiäìíîæèíàõ ìíîæèíè L⊙. Íåõàé
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F ⊂ L⊙; îñêiëüêè äîâiëüíié âåêòîð-ôóíêöi¨ b̄(t) ∈ L⊙ ìîæíà îäíîçíà÷íî

ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð

α = (α1, . . . , αnp) ∈
np∏
j=1

{αj ∈ C : |αj| ≤ Rj} ⊂ Cnp,

òî ìíîæèíi F ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó FC âåêòîðiâ α, ÿêi ïîñòàâ-

ëåíi ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíòàì ìíîæèíè F .

Áóäåìî ââàæàòè ìíîæèíó F âèìiðíîþ ó âèïàäêó âèìiðíîñòi ìíîæèíè FC

i âèçíà÷èìî ìiðó measF ôîðìóëîþ measF ≡ measL⊙ F = measCnp FC, äå

measCnp FC�ìiðà ìíîæèíè FC ó ïðîñòîði Cnp. Ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ K1 ∪

· · · ∪Kp ìíîæèíè Zp, äå

K1 =
{
k ∈ Zp : |k1| = max(|k1|, . . . , |kp|)

}
,

Kj =
{
k ∈ Zp : |kj| > max(|k1|, . . . , |kj−1|),

|kj| ≥ max(|kj+1|, . . . , |kp|)
}
, j = 2, . . . , p− 1.

Ïåðåéäåìî äî äîñëiäæåííÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ i ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

Q(k) =

∫ T

0

B(τ, k)R(τ, k)G(τ, k)Φ(τ, k) dτ, (4.53)

äå ìàòðèöÿ B(τ, k) =
(
dij(t, k)k̃

(j−n−1)l)n
i,j=1

ìà¹ îáìåæåíi åëåìåíòè äëÿ âñiõ

âåêòîð-ôóíêöié b̄ ∈ L⊙. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ B(t, k) ÿê äîáóòîê äâîõ ìà-

òðèöü, à ñàìå B(t, k) = Sj(k)
(
diag

(
α(j−1)n+θ

)n
θ=1
Bβ

j (t) + B⊥j (t, k)
)
, äå j =

1, . . . , p, Sj(k) = diag
(
k̃θ−n−1k

sθj
j

)n
θ=1

, Bβ
j (t) = diag

(
β(j−1)n+θ(t)

)n
θ=1

, ïðè÷îìó

ìàòðèöÿ B⊥j (t, k) íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ α(j−1)n+1, . . . , αjn. Ç ôîðìóëè

(4.53) îäåðæèìî

Q(k) = Sj(k)
(
diag

(
α(j−1)n+θ

)n
θ=1
Qβ

j (k) + Q̃j(k)
)
, (4.54)

äå

Qβ
j (k) =

∫ T

0

Bβ
j (τ)R(τ, k)G(τ, k)Φ(τ, k) dτ,

Q̃j(k) =

∫ T

0

B⊥j (τ, k)R(τ, k)G(τ, k)Φ(τ, k) dτ.
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Ëåìà 4.4 Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

detQβ
j (k) ̸= 0 äëÿ âñiõ k ∈ Kj, j = 1, . . . , p, (4.55)

òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0 i γ >
np

2
iñíó¹ ìíîæèíà Fε ⊂ L⊙ ç ìiðîþ

measFε ≤ ε òàêà, ùî äëÿ âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ L⊙ \ Fε âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü ∣∣ detQ(k)∣∣ ≥ ( ε

C2

)n
2 ∣∣ detQβ

j (k)
∣∣k̃−γ − n(n−1)

2 |kj|

n∑
θ=1

sθj
, (4.56)

äå ñòàëà C2 = measL⊙ ·
p∑

j=1

( n∑
d=1

R−2jn−d

)( ∑
k∈Kj

k̃−
2γ
n

)
.

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòi (4.54) òà óìîâè (4.55) ìà¹ìî

detQ(k) = detSj(k) detQ
β
j (k) det

(
diag

(
α(j−1)n+θ

)n
θ=1

+
˜̃
Qj(k)

)
, (4.57)

äå ˜̃Qj(k) = (Qβ
j (k))

−1Q̃j(k), à ìàòðèöÿ (Qβ
j (k))

−1� îáåðíåíà äî Qβ
j (k).

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îöiíêè (4.56) äîñòàòíüî òåïåð äëÿ âñiõ k ∈ Zp \ {0}

äîâåñòè íåðiâíiñòü

| detHn
j | ≥

( ε
C2

)n
2
k̃−γ, (4.58)

äå Hn
j = diag

(
α(j−1)n+θ

)n
θ=1

+
˜̃
Qj(k).

×åðåç Hn−θ
j (k) ïîçíà÷èìî ìàòðèöþ ïîðÿäêó n− θ îòðèìàíó ç ìàòðèöi Hn

j

âèêðåñëåííÿì ïåðøèõ θ ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ, äå θ = 1, . . . , n − 1. Iç ñòðóêòóðè

ìàòðèöü Hn−θ
j (k) òà ó âèïàäêó ¨õ íåâèðîäæåíîñòi ìà¹ìî íèçêó ôîðìóë

detHn−θ+1
j = detHn−θ

j ·
(
α(j−1)n+θ − hθj(k)

)
, (4.59)

äå detH0
j = 1, âèðàçè hθj(k), θ = 1, . . . , n, íå çàëåæàòü âiä çìiííèõ

α(j−1)n+1, . . . , αjn. Òîìó äëÿ k ∈ Kj íà ìíîæèíi L⊙ \ Zn(k), äå measZn(k) ≤

measL⊙ ·
ε

C2R2
jn

k̃−
2γ
n , âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣ detH1
j

∣∣ ≥ ( ε
C2

)1
2
k̃−

γ
n , íà ìíî-

æèíi L⊙ \
(
Zn−1(k)∪Zn(k)

)
, äå measZn−1(k) ≤ measL⊙ ·

ε

C2R2
jn−1

k̃−
2γ
n , âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
∣∣ detH2

j

∣∣ ≥ ∣∣ detH1
j

∣∣ · ( ε
C2

)1
2
k̃−

γ
n ≥

ε

C2
k̃−

2γ
n .
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Àíàëîãi÷íî ç íåðiâíîñòi (4.59) äëÿ θ = 1, . . . , n âèïëèâà¹ îöiíêà

∣∣ detHθ
j

∣∣ ≥ ( ε
C2

)θ
2
k̃−

θγ
n

íà ìíîæèíi L⊙ \
(
Zn−θ+1(k)∪ · · · ∪Zn(k)

)
, äå ìiðà êîæíî¨ ç ìíîæèí Zn−d(k),

d = 1, . . . , θ − 1, íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà measL⊙ ·
ε

C2R2
jn−d

k̃−
2γ
n .

Çîêðåìà, ÿêùî θ = n, òî
∣∣ detHn

j

∣∣ ≥ ( ε
C2

)n
2
k̃−γ íà ìíîæèíi L⊙ \Fε(k), äå

Fε(k) = Z1(k) ∪ · · · ∪ Zn(k),

measFε(k) ≤ measZ1(k) + · · ·+measZn(k) ≤ measL⊙ · ε
C2

n∑
d=1

R−2jn−d · k̃
−2γ

n .

Îòæå, íåðiâíiñòü (4.58) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k ∈ Zp \ {0} íà ìíîæèíi L⊙ \ Fε, äå

Fε =
∪

k∈Zp\{0}
Fε(k), ïðè÷îìó

measFε =

p∑
j=1

∑
k∈Kj

measFε(k) ≤ measL⊙
ε

C2

p∑
j=1

( n∑
d=1

R−2jn−d

)( ∑
k∈Kj

k̃−
2γ
n

)
,

òîáòî measFε ≤ ε. Ëåìó äîâåäåíî.

4.2.5. Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i. Óìîâè ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ âñiõ

âåêòîðiâ k ∈ Kj âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |kj| ≥
k̃√
p+ 1

, òîìó ïîçíà÷èâøè

σ = min
j=1,...,p

n∑
θ=1

sθj , (4.60)

ìà¹ìî

| detQ(k)| ≥ ε
n
2C3

∣∣ detQβ
j (k)

∣∣k̃σ − γ − n(n−1)
2 , (4.61)

äå C3 = C
−n
2

2 (p + 1)−
σ
2 . Öÿ íåðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (4.56) i ìîæå

áóòè ïåðåòâîðåíà â íåðiâíiñòü (4.49) ïðè íàêëàäàííi äîäàòêîâèõ (ñèëüíiøèõ

âiä óìîâ (4.55) íåâèðîäæåíîñòi) óìîâ íà âèçíà÷íèêè ìàòðèöü Qβ
j (k).

×èñëî σ çàëåæèòü âiä âèáîðó êîåôiöi¹íòiâ b1(t), . . . , bnp(t). Çi çáiëüøåííÿì

öüîãî ÷èñëà ïîêðàùó¹òüñÿ îöiíêà (4.61).
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Îòæå, âèêîðèñòàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè âèùèõ ïîõiäíèõ (çáiëüøåííÿ ÷èñëà

σ) îïåðàòîðiâ bij(t,D) äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.37), (4.38) òàêî¨

æ ãëàäêîñòi ïðè ñëàáøèõ óìîâàõ ãëàäêîñòi íà ïðàâi ÷àñòèíè f òà φi öi¹¨

çàäà÷i, ÿê ïðè âèêîðèñòàííi êîåôiöi¹íòiâ ïðè ïîõiäíèõ íèæ÷èõ ïîðÿäêiâ.

Òåîðåìà 4.6 Íåõàé ìàòðèöÿ Q(0) ¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ, âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣ detQβ
j (k)

∣∣ ≥ C4k̃
−r, k ∈ Kj, j = 1, . . . , p, (4.62)

òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë ε > 0 i γ >
np

2
iñíó¹ ìíîæèíà Fε ⊂ L⊙ ç ìi-

ðîþ measFε ≤ ε òàêà, ùî äëÿ ìàéæå âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ L⊙ iñíó¹ ¹äè-

íèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ Hn
l,q(Dp) çàäà÷i (4.37), (4.38) äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié

f ∈ H0
l,q−nl+q1

(Dp) òà φi ∈ Hq−nl+q1(Ω
p
2π), äå q1 =

n(n− 1)

2
+ r + γ − σ i

äëÿ âñiõ âåêòîðiâ b̄ ∈ L⊙ \ Fε âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥∥u;Hn
l,q(Dp)

∥∥2 ≤ const ·
(∥∥f ;H0

l,q−nl+q1
(Dp)

∥∥2 + n∑
i=1

∥∥φi;Hq−nl+q1(Ω
p
2π)
∥∥2).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (4.61), (4.62) ìà¹ìî îöiíêó çíèçó∣∣ detQ(k)∣∣ ≥ ε
n
2C3C4k̃

σ−γ−r−
n(n−1)

2 , òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.48) òåîðåìè

4.5. Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.37), (4.38) iç ïðîñòîðó Hn
l,q(Dp)� iñíó¹, ¹äèíèé

i âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.44), ç ÿêî¨ îòðèìó¹ìî øóêàíó íåðiâíiñòü.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

4.3. Âèñíîâêè

Íåëîêàëüíà çàäà÷à (4.1), (4.2) ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿííÿ êîëè-

âàííÿ ñòðóíè çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì ðîçâ'ÿçíà ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà ñêií-

÷åííîãî ïîðÿäêó äëÿ âñiõ ïàðàìåòðiâ α ∈ O2 (çà âèíÿòêîì äåÿêèõ ìíîæèí

ìàëî¨ ìiðè), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.28). Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ó ïðîñòîðàõ

Ñîáîë¹âà âèïëèâà¹ iç ñòðîãî¨ ãiïåðáîëi÷íîñòi ðiâíÿííÿ (4.1), ùî äà¹ ìîæëè-

âiñòü çâåñòè éîãî äî çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
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ðiâíÿíü (4.9) i âñòàíîâèòè âiäïîâiäíi îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíèõ ìàòðèöü òàêèõ

ñèñòåì.

Äëÿ íå ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çãàäàíi îöiíêè ìàòðèöü ìîæóòü áóòè åêñ-

ïîíåíöiàëüíèìè, òîìó ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ òàêèõ

ðiâíÿíü, âçàãàëi, íå íàëåæàòü øêàëi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà.

Âñòàíîâëåííÿ iñíóâàííÿ òà ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.1), (4.2) ïîâ'ÿçàíi

ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêî¨ âèêîðèñòàíî ìåòðè-

÷íèé ïiäõiä. Òàêîæ çàñòîñîâàíî çîáðàæåííÿ ôóíêöié â iíòåãðàëüíèõ óìîâàõ

(4.2) çà äîïîìîãîþ içîìîðôiçìó ìiæ ïðîñòîðîì L1(0, T ) i äåêàðòîâèì äîáó-

òêîì R× L1[0](0, T ).

Ó ïiäðîçäiëi 4.2. çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ïiäõîäó äîñëiäæåíî çàäà÷ó ç

iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà âèäiëåíîþ çìiííîþ äëÿ ñòðîãî ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâ-

íÿíü âèñîêîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âñòàíîâëåíî óìîâè ðîçâ'ÿ-

çíîñòi çàäà÷i òà çàëåæíîñòi ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêó âiä êîåôiöi¹íòiâ iíòåãðàëüíèõ

óìîâ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ çàäà÷i Êîøi, çàäà÷ ç íåëîêàëü-

íèìè áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè òà çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà âèäiëå-

íîþ (÷àñîâîþ) çìiííîþ äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè. Ðîçãëÿíóòi çàäà÷i � íåêîðåêòíi çà Àäàìàðîì, ¨õ ðîçâ'ÿçíiñòü òà

âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïîâ'ÿçàíi ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ.

Àâòîðîì âïåðøå îäåðæàíî òàêi íîâi ðåçóëüòàòè:

1. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó Êîøi çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ çàãàëüíèõ íîðìàëüíèõ

ëiíiéíèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè ó äåêàðòîâîìó

äîáóòêó. Âñòàíîâëåíî óìîâè íà ïðàâi ÷àñòèíè, ïðè ÿêèõ ìàéæå âñi çàäà÷i

ìàþòü ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ ãëàäêîñòi.

2. Äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèâ÷åíî ðîçâ'ÿ-

çíiñòü íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i ç áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè çà âèäiëåíîþ çìiííîþ

ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà ïåðiîäè÷íèõ çà iíøèìè çìiííèìè ôóíêöié.

3. Ðîçðîáëåíî ìåòîäèêó âñòàíîâëåííÿ óìîâ ðîçâ'ÿçíîñòi òà äîñëiäæåííÿ

ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà âèäi-

ëåíîþ çìiííîþ äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà.

4. Ïðîâåäåíî àíàëiç ìàëèõ çíàìåííèêiâ äëÿ ðîçãëÿíóòèõ ó ðîáîòi çàäà÷

i âñòàíîâëåíî ìåòðè÷íi îöiíêè ¨õ çíèçó, íà îñíîâi ÿêèõ âèçíà÷åíî äîñòàòíi

óìîâè íà ãëàäêiñòü ïðàâèõ ÷àñòèí çàäà÷.

5. Îòðèìàíî òî÷íó îöiíêó ìiðè îáëàñòi, îáìåæåíî¨ ëiíi¹þ ðiâíÿ ãëàäêî¨

ôóíêöi¨ çi çíàêîñòàëîþ ïîõiäíîþ âèñîêîãî ïîðÿäêó.

Ðîáîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè ìîæíà âèêîðèñòàòè

ó ïîäàëüøèõ òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü òà

ñèñòåì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à òàêîæ ó êîíêðåòíèõ ïðèêëàäíèõ

çàäà÷àõ, ùî ìîäåëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ ç áàãàòîòî÷êîâè-

ìè òà iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè.
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ÄÎÄÀÒÎÊ A

ÒÎ×ÍÀ ÎÖIÍÊÀ ÌIÐÈ ÌÍÎÆÈÍÈ, ÎÁÌÅÆÅÍÎ� ËIÍI�Þ

ÐIÂÍß ÔÓÍÊÖI� ÇI ÇÍÀÊÎÑÒÀËÎÞ ÏÎÕIÄÍÎÞ

Äëÿ ôóíêöié f ∈ Cn[a, b] òàêèõ, ùî |f (n)(x)| ≥ δ íà [a, b], âñòàíîâëåíî òî÷íó

îöiíêó ìiðè Ëåáåãà measGn(ε, δ, f) ìíîæèíè Gn(ε, δ, f) òèõ òî÷îê x ∈ [a, b],

äëÿ ÿêèõ |f(x)| ≤ ε, à ñàìå, äîâåäåíî íåïîêðàùóâàëüíó íåðiâíiñòü

measGn(ε, δ, f) ≤ min

(
b− a, 4 n

√
n!

2
· n

√
ε

δ

)
.

Íà îñíîâi ìíîãî÷ëåíiâ ×åáèøîâà Tn ïîáóäîâàíî åêñòðåìàëüíi ìíîãî÷ëåíè,

äëÿ ÿêèõ íåðiâíiñòü ñòà¹ ðiâíiñòþ.

Âñòóï. Â çàäà÷àõ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,

ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ, âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî âñòàíîâ-

ëåííÿ îöiíêè çíèçó |fk(x)| > εk > 0, äå âåêòîð k ïðîáiãà¹ ìíîæèíó öiëî-

÷èñëîâèõ âåêòîðiâ Zp ïðè p ≥ 1, äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöié fk, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü íà âiäðiçêó [a, b] íåðiâíiñòü
∣∣f (nk)

k (x)
∣∣ > δk > 0, äå nk ≥ 1. Ìåòðè-

÷íèé ïiäõiä [112, 113] äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè òàêi îöiíêè äëÿ ìàéæå âñiõ ÷èñåë

x ∈ [a, b] òà äëÿ âåëèêèõ çà íîðìîþ âåêòîðiâ k ó âèïàäêó çáiæíîñòi ðÿäó∑
k∈Zp

meas{x ∈ [a, b] : |fk(x)| ≤ εk}. Äëÿ ïîáóäîâè çáiæíèõ ìàæîðàíòíèõ ðÿäiâ

äîñòàòíüî îöiíèòè çâåðõó åëåìåíòè öüîãî ðÿäó. Òàêi îöiíêè îòðèìàíî ó ðîáî-

òi [119] ç äåÿêèìè îáìåæåííÿìè íà ôóíêöi¨ fk òà ÷èñëà εk. Âêàçàíi îáìåæåííÿ

óñóíóòî â ðîáîòi [11], à â ðîáîòàõ [53,56,73,124,148,156] óòî÷íåíî îöiíêè òà ïå-

ðåíåñåíî íà øèðøi êëàñè ôóíêöié. Ìåòðè÷íà òåîðiÿ äiîôàíòîâèõ íàáëèæåíü

øèðîêî âèêîðèñòîâó¹ îöiíêè ìið ðîçãëÿäóâàíèõ ìíîæèí [149,163], ÿê i òåîðiÿ

öiëèõ òà ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié [6, 85, 127], òåîðiÿ ìiðè òà iíòåãðóâàííÿ [147]

òîùî.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ëåìà Ïÿðòëi òà ¨¨ óçàãàëüíåííÿ. Íåõàé [a, b] ⊂

R�äîâiëüíèé âiäðiçîê äîäàòíî¨ äîâæèíè, C[a, b] òà Cn[a, b], äå n ≥ 1, � ïðî-
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ñòîðè íåïåðåðâíèõ òà n ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ1 ôóíêöié íà [a, b],

Cn
+[a, b] =

{
f ∈ Cn[a, b] : min

x∈[a,b]
f (n)(x) ≥ 0

}
,

Cn
−[a, b] =

{
f ∈ Cn[a, b] : − f ∈ Cn

+[a, b]
}
.

Äëÿ δ > 0 ïîçíà÷èìî Cn
±,δ[a, b] = Cn

+,δ[a, b] ∪ Cn
−,δ[a, b], äå Cn

+,δ[a, b] òà

Cn
−,δ[a, b]� òàêi ìíîæèíè ôóíêöié:

Cn
+,δ[a, b] =

{ δ
n!
xn + f(x) : f ∈ Cn

+[a, b]
}
,

Cn
−,δ[a, b] =

{
f ∈ Cn[a, b] : − f ∈ Cn

+,δ[a, b]
}
.

Çâiäñè âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi, ùî õàðàêòåðèçóþòü ôóíêöi¨ iç ââåäåíèõ ìíî-

æèí: min
x∈[a,b]

f (n)(x) ≥ δ, ÿêùî f ∈ Cn
+,δ[a, b], max

x∈[a,b]
f (n)(x) ≤ −δ, ÿêùî f ∈

Cn
−,δ[a, b], i min

x∈[a,b]
|f (n)(x)| ≥ δ, ÿêùî f ∈ Cn

±,δ[a, b].

Ìíîæèíà Gn(ε, δ, f), äå ε > 0, äëÿ ôóíêöi¨ f iç ìíîæèíè Cn
±,δ[a, b] çàäà¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ

Gn(ε, δ, f) = {x ∈ [a, b] : |f(x)| ≤ ε}. (A.1)

Öÿ ìíîæèíà çîêðåìà ìîæå áóòè ïîðîæíüîþ àáî òî÷êîâîþ ÷è âiäðiçêîì [a, b],

òîìó (çàëåæíî âiä a, b, ε òà δ) ¨¨ ìiðà ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ íóëü òà

b − a, àáî äîâiëüíå ïðîìiæíå çíà÷åííÿ. Îöiíêó ìiðè measGn(ε, δ, f) ìíîæè-

íè Gn(ε, δ, f) îòðèìàíî â ðîáîòi Ïÿðòëi [119]. Öåé ðåçóëüòàò ñôîðìóëþ¹ìî ó

âèãëÿäi ëåìè [124].

Ëåìà A.1 (Ïÿðòëi) Íåõàé f ∈ Cn
±,δ[a, b] ∩Cn+1[a, b] i â êîæíié òî÷öi x ∈

[a, b] ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü max
1≤i≤n+1

∣∣f (i)(x)∣∣ ≤M , ïðè÷îìó

ε <
δ

2
·min

(
1,

δn(
2n − 2

)n
Mn

)
, (A.2)

òîäi ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè Gn(ε, δ, f) ñïðàâäæó¹ îöiíêó

measGn(ε, δ, f) ≤ Cn
n

√
ε

δ
, (A.3)

1Ïîõiäíi ó êðàéíiõ òî÷êàõ a òà b ââàæà¹ìî îäíîñòîðîííiìè ïîõiäíèìè.
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äå

Cn =
n
√
2 (2n+ 1)

(
2n − 2

)
. (A.4)

Äîâåäåííÿ ñèëüíiøîãî âàðiàíòó öi¹¨ ëåìè ó ðîáîòi [11] ïðîâîäèòüñÿ ìåòî-

äîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Àâòîðè ðîáîòè íå íàêëàäàþòü îáìåæåííÿ (A.2)

íà ÷èñëî ε i ïîñëàáëþþòü ãëàäêiñòü ôóíêöi¨ f , àëå íå âèçíà÷àþòü ñòàëó Cn

òà ¨¨ çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðà n.

Ëåìà A.2 Íåõàé f ∈ Cn
±,δ[a, b], òîäi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (A.3) äëÿ äå-

ÿêî¨ äîäàòíî¨ ñòàëî¨ Cn, ÿêà çàëåæèòü ëèøå2 âiä ÷èñëà n.

Âèçíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi Cn ïðîâåäåíî ó ðîáîòàõ [53,56,73,124,148,156].

Îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè: Cn = 2(b − a)n
n
√
(n+ 1)!/ max

x∈[a,b]
|f(x)| ó ðîáî-

òi [156], Cn = n2(n+1)/2 ó ðîáîòi [56], Cn = 2n n
√
n! ó ðîáîòi [124], Cn =

1

2
(n2 + n + 2)3(n+1)/2 ó ðîáîòi [148], Cn = 2n ó ðîáîòi [73]. Îñòàíí¹ çíà÷å-

ííÿ ¹ íàéìåíøèì ç íàâåäåíèõ, àëå, ÿê çàóâàæåíî ó [73], íå îïòèìàëüíèì íà

êëàñi ôóíêöié Cn
±,δ[a, b].

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Ó äàíîìó ïóíêòi âñòàíîâëåíî, ùî øóêàíîþ îïòè-

ìàëüíîþ âåëè÷èíîþ ¹ ïîñëiäîâíiñòü Cn = 4 n
√
n!/2, à òàêîæ çíàéäåíî ôóíêöi¨,

äëÿ ÿêèõ íåðiâíiñòü (A.3) ñòà¹ ðiâíiñòþ. Äîâîäÿòüñÿ äâi òåîðåìè.

Òåîðåìà A.1 ßêùî ε òà δ� äîâiëüíi äîäàòíi ÷èñëà, òî

sup
f∈Cn

±,δ[a,b]

measGn(ε, δ, f) = min

(
b− a, 4 n

√
n!

2
· n

√
ε

δ

)
. (A.5)

Ó âèïàäêó êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ âèêîðèñòîâóþòü [6, ñ. 275�

276], [85], [164, ñ. 78] àíàëîã ëåìè A.2 � ëåìó Êàðòàíà [154], [89, ñ. 31�33].

Ëåìà A.3 (Êàðòàí) Íåõàé ôóíêöiÿ f ¹ óíiòàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ

n, òîáòî f (n)(z) = n! = δ äëÿ âñiõ z ∈ C. Òîäi íåðiâíiñòü |f(z)| < ε íà êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi ìîæå âèêîíóâàòèñÿ ëèøå íà ìíîæèíi, ùî ïîêðèâà¹òüñÿ

ñèñòåìîþ êðóãiâ, ñóìà äiàìåòðiâ ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 4n n
√
ε/δ.

2Iñíó¹ î÷åâèäíà çàëåæíiñòü ìiðè ìíîæèíè Gn(ε, δ, f) = 0 âiä ÷èñåë a òà b�êiíöiâ âiäðiçêà [a, b], ÿêèé

ìè ââàæà¹ìî ôiêñîâàíèì. ßêùî min
x∈[a,b]

|f(x)| < ε < max
x∈[a,b]

|f(x)|, òî ôóíêöiÿ measGn(ε, δ, f) ¹ íåñïàäíîþ

çà çìiííîþ ε, ïðè÷îìó 0 < measGn(ε, δ, f) < b − a; â iíøèõ âèïàäêàõ: measGn(ε, δ, f) = b − a, ÿêùî

ε ≥ max
x∈[a,b]

|f(x)|, òà measGn(ε, δ, f) = 0, ÿêùî ε ≤ min
x∈[a,b]

|f(x)|.
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Ïèòàííÿ ïðî òî÷íiñòü ñòàëî¨ 4n, òîáòî âèêîíàííÿ ïîäiáíî¨ äî (A.5) ðiâíîñòi,

ó êîìïëåêñíîìó âèïàäêó çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì [164, ñ. 78].

Ó ïðîòèëåæíiñòü äî òåîðåìè A.1, â ÿêié îöiíþ¹òüñÿ ìiðà ìíîæèíè, ÿêà

âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ f , ó íàñòóïíié îñíîâíié òåîðåìi A.2 îöiíþ¹òüñÿ ìiðà

äîâiëüíî¨ (âèìiðíî¨) ìíîæèíè.

Òåîðåìà A.2 Íåõàé E � âèìiðíà ïiäìíîæèíà âiäðiçêà [a, b], ôóíêöiÿ f íà-

ëåæèòü ïðîñòîðó Cn[a, b] i ¨¨ ïîõiäíà f (n) íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà [a, b],

òîäi3

measE ≤ min

(
4

n

√
n!

2
· n

√√√√√ sup
x∈E
|f(x)|

min
x∈[a,b]

|f (n)(x)|
, b− a

)
. (A.6)

Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè A.1 i òåîðåìè

A.2 áàçó¹òüñÿ íà äâîõ ëåìàõ (ëåìà A.4 òà ëåìà A.5).

Ëåìà A.4 Íåõàé f ∈ Cn
±,δ[a, b], à ôóíêöiÿ F âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [a1, b1]

íà îñíîâi ôóíêöi¨ f , äå a1 =
( 2δ

εn!

)1/n
· a, b1 =

( 2δ

εn!

)1/n
· b, çà ôîðìóëîþ

F (y) =
2

ε
· f
((εn!

2δ

)1/n
· y
)
, (A.7)

òîäi F ∈ Cn
±,n![ã, b̃] i ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

measGn(ε, δ, f) =
(εn!
2δ

)1/n
·measGn(2, n!, F ), (A.8)

ïðè÷îìó òî÷êà x íàëåæèòü ìíîæèíi Gn(ε, δ, f) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

òî÷êà y =
( 2δ

εn!

)1/n
· x íàëåæèòü Gn(2, n!, F ) ≡ {y ∈ [a1, b1] : |F (y)| ≤ 2}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x̂ ∈ Gn(ε, δ, f) i f ∈ Cn
±,δ[a, b], òîáòî âèêîíóþòüñÿ

íåðiâíîñòi |f(x̂)| ≤ ε i |f (n)(x)| ≥ δ, äå x ∈ [a, b], òîäi çãiäíî ç ôîðìóëîþ (A.7)

|F (n)(y)| = 2

ε
·
((εn!

2δ

)1/n)n

·
∣∣∣∣f (n)((εn!2δ

)1/n
· y
)∣∣∣∣ = n!

δ
· |f (n)(x)| ≥ n!,

ÿêùî
( 2δ

εn!

)1/n
· x = y ∈ [a1, b1], i |F (ŷ)| =

∣∣∣∣F(( 2δ
εn!

)1/n
· x̂
)∣∣∣∣ = 2

ε
· |f(x̂)| ≤

2, ÿêùî ŷ =
( 2δ

εn!

)1/n
· x̂. Iç ïåðøî¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹ øóêàíå âêëþ÷åííÿ

3Ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi [a, b] ìîæíà çàìiíèòè ¨¨ ìiíiìàëüíèì çíà÷åííÿì íà ìíîæèíi

[inf E, supE].
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F ∈ Cn
±,n![a1, b1], à ç äðóãî¨ � íàëåæíiñòü ŷ äî ìíîæèíè Gn(2, n!, F ). ßêùî æ

x̂ /∈ Gn(ε, δ, f), òîáòî |f(x̂)| > ε, òî ç äðóãî¨ ôîðìóëè |F (ŷ)| > 2, òîáòî ŷ /∈

Gn(2, n!, F ). Âiäîáðàæåííÿ ŷ 7→
(εn!
2δ

)1/n
· ŷ = x̂ ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì

ìíîæèíè Gn(2, n!, F ) íà ìíîæèíó Gn(ε, δ, f), òîìó ìà¹ìî ðiâíiñòü (A.8). �
Ëåìà A.5 ßêùî F ∈ Cn

±,n![a1, b1], äå a1 ≤ b1, òî

measGn(2, n!, F ) ≤ min(4, b1 − a1). (A.9)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F [ξ0, ξ1, . . . , ξn]�ðîçäiëåíà ðiçíèöÿ ïîðÿäêó n ôóí-

êöi¨ F ∈ Cn
±,n![a1, b1] ó òî÷êàõ ξ0, ξ1, . . . , ξn, òîäi ó âèïàäêó a1 ≤ ξ0 < ξ1 <

· · · < ξn ≤ b1 ñïðàâäæóþòüñÿ äâi ðiâíîñòi [25, ñ. 39�48], [141]

F [ξ0, ξ1, . . . , ξn] =
n∑

j=0

(−1)n−jF (ξj)
n∏

α=0, α ̸=j

|ξj − ξα|−1, (A.10)

F [ξ0, ξ1, . . . , ξn] =

∫
∆n

F (n)
(
g(t1, . . . , tn)

)
dt1 · · · dtn, (A.11)

äå ∆n =
{
(t1, . . . , tn) ∈ [0, 1]n : t1 ≤ · · · ≤ tn

}
¹ n-âèìiðíèì ñèìïëåêñîì, ìiðà

ÿêîãî meas∆n =

∫
∆n

dt1 · · · dtn äîðiâíþ¹ 1/n!,

g(t1, . . . , tn) = ξ0 +
n∑

j=1

(ξj − ξj−1)tj ≡ (1− t1)ξ0 +
n−1∑
j=1

(tj − tj+1)ξj + tnξn.

Ôóíêöiÿ g ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ç âiäðiçêà [a1, b1] íà ñèìïëåêñi ∆n. ßêùî

F ∈ Cn
±,n![a1, b1], òî ç ôîðìóë (A.10) òà (A.11) i íåðiâíîñòi |F (n)(x)| ≥ n! äëÿ

x ∈ [a1, b1] îòðèìó¹ìî äâîñòîðîííþ îöiíêó

1 ≤ min
x∈[ξ0,ξn]

|F (n)(x)| ·
∫
∆n

dt1 · · · dtn ≤
∣∣F [ξ0, ξ1, . . . , ξn]∣∣ ≤ κ · max

j=0,1,...,n
|F (ξj)|,

(A.12)

äå

κ ≡ κ[ξ0, ξ1, . . . , ξn] =
n∑

j=0

n∏
α=0, α ̸=j

|ξj − ξα|−1. (A.13)

ßêùî ξj ∈ Gn(2, n!, F ) äëÿ j = 0, 1, . . . , n, òî |F (ξj)| ≤ 2 i ç íåðiâíîñòåé

(A.12) âèïëèâà¹, ùî

κ[ξ0, ξ1, . . . , ξn] ≥ 1/2. (A.14)
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Ìíîæèíà Gn(2, n!, F ) ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì (íå áiëüø, íiæ n) ìíîæèí,

ÿêi ¹ àáî îêðåìèìè òî÷êàìè, àáî âiäðiçêàìè [xj, yj] äîäàòíî¨ äîâæèíè yj−xj,

äå j = 1, . . . , J , J ≤ n. Òîìó ìiðà θ öi¹¨ ìíîæèíè ¹ ñóìîþ äîâæèí âiäðiçêiâ

[xj, yj], òîáòî measGn(2, n!, F ) ≡ θ =
J∑

j=1

(yj − xj).

Ââåäåìî ái¹êòèâíó ñòðîãî ìîíîòîííó ôóíêöiþ φ̃, ÿêà âiäîáðàæà¹ âiäðiçîê

[0, 1] íà ìíîæèíó [x1, y1]∪ (x2, y2]∪ · · · ∪ (xJ , yJ ], à ñàìå φ̃(x) = x1+ xθ, ÿêùî

x ∈
[
0,
y1 − x1
θ

]
i φ̃(x) = xj + xθ, ÿêùî x ∈

( j−1∑
s=1

ys − xs
θ

,
j∑

s=1

ys − xs
θ

]
.

Îòæå, ôóíêöiÿ φ̃ íàáóâà¹ çíà÷åíü iç ìíîæèíè Gn(2, n!, F ) i ðîçäiëå-

íà ðiçíèöÿ ó òî÷êàõ η1, η2 iç [0, 1] öi¹¨ ôóíêöi¨ íå ìåíøà, íiæ θ, òîáòî
φ̃(η2)− φ̃(η1)

η2 − η1
≥ θ. Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü φ̃(η2) − φ̃(η1) ≥ (η2 − η1) · θ,

ÿêùî 0 ≤ η1 < η2 ≤ 1.

Âèáåðåìî (â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ) äåÿêi òî÷êè ξ̃0, ξ̃1, . . . , ξ̃n iç ìíîæèíè

Gn(2, n!, F ) äëÿ âèêîðèñòàííÿ ¨õ ó íåðiâíîñòÿõ (A.13) òà (A.14).

Îñêiëüêè 0 = sin2
0 · π
2n

< sin2
1 · π
2n

< sin2
2π

2n
< · · · < sin2

nπ

2n
= 1, òî òî÷êè

ξ̃j ìîæíà âèáðàòè çãiäíî ç ôîðìóëîþ ξ̃j = φ̃
(
sin2

jπ

2n

)
, äå j = 0, 1, . . . , n. Òîäi

ç îöiíêè |ξ̃j − ξ̃α| =
∣∣∣φ̃( sin2 jπ

2n

)
− φ̃

(
sin2

απ

2n

)∣∣∣ ≥ θ ·
∣∣∣ sin2 jπ

2n
− sin2

απ

2n

∣∣∣ òà
ôîðìóëè (A.13) îòðèìó¹ìî κ ≤ θ−n

n∑
j=0

n∏
α=0, α ̸=j

∣∣∣ sin2 jπ
2n
− sin2

απ

2n

∣∣∣−1.
Iç îñòàííüî¨ îöiíêè òà ôîðìóëè (A.14) âèêëþ÷à¹ìî çìiííó κ i îòðèìó¹ìî

òàêó íåðiâíiñòü äëÿ øóêàíî¨ âåëè÷èíè θ:

θn ≤ 2
n∑

j=0

n∏
α=0, α ̸=j

∣∣∣ sin2 jπ
2n
− sin2

απ

2n

∣∣∣−1. (A.15)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (A.15) çàïèøåìî àíàëîã ôîð-

ìóëè (A.12) äëÿ âèïàäêó F = Tn, äå Tn = 21−n cos(n arccosx) = xn + · · ·�

ìíîãî÷ëåí ×åáèøîâà n-ãî ïîðÿäêó íà âiäðiçêó [−1, 1].

Îñêiëüêè Tn� óíiòàëüíèé ìíîãî÷ëåí n-ãî ïîðÿäêó, òî ðîçäiëåíà ðiçíèöÿ

n-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ îäèíèöi äëÿ âñÿêîãî íàáîðó òî÷îê iç âiäðiçêà [−1, 1].

Ç äðóãîãî áîêó, öåé ìíîãî÷ëåí ïðèéìà¹ n + 1 ðàç åêñòðåìàëüíi çíà÷åííÿ
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(−1)n−j21−n ó òî÷êàõ η̃j = − cos
jπ

n
= 2 sin2

jπ

2n
− 1, äå j = 0, 1, . . . , n, òîìó ç

ðiâíîñòåé Tn(η̃j) = (−1)n−j21−n òà |η̃j− η̃α| = 2
∣∣∣ sin2 jπ

2n
− sin2

απ

2n

∣∣∣ i ç ôîðìóëè
(A.10) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

1 = Tn[η̃0, η̃1, . . . , η̃n] = 21−2n
n∑

j=0

n∏
α=0, α ̸=j

∣∣∣ sin2 jπ
2n
− sin2

απ

2n

∣∣∣−1,
ç ÿêî¨ îòðèìó¹ìî ïðîñòó çðó÷íó ôîðìóëó 2

n∑
j=0

n∏
α=0
α ̸=j

∣∣∣ sin2 jπ
2n
− sin2

απ

2n

∣∣∣−1 = 4n.

Òåïåð iç ðiâíîñòi (A.15) îòðèìó¹ìî îöiíêó θ = measGn(2, n!, F ) ≤ 4. Îñêiëüêè

ôóíêöiÿ F ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà âiäðiçêó [a1, b1], òî î÷åâèäíî θ ≤ b1 − a1. Ëåìó

äîâåäåíî. �
Äîâåäåííÿ òåîðåìè A.1. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ f ∈ Cn

±,δ[a, b],

òîäi çà ëåìîþ A.4 ôóíêöiÿ F ç ôîðìóëè (A.7) íàëåæèòü ìíîæèíi Cn
±,n![a1, b1]

i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (A.8), äå a1 =
( 2δ

εn!

)1/n
· a, b1 =

( 2δ

εn!

)1/n
· b. Iç ëåìè A.5

âèêîðèñòîâó¹ìî íåðiâíiñòü (A.9), ÿêà, ðàçîì ç ðiâíiñòþ (A.8), äà¹ íåðiâíiñòü

measGn(ε, δ, f) ≤
n

√
εn!

2δ
·min(4, b1 − a1) = min

(
b− a, 4 n

√
n!

2
· n

√
ε

δ

)
.

Iç îñòàííüî¨ ôîðìóëè îòðèìó¹ìî øóêàíó íåðiâíiñòü

sup
f∈Cn

±,δ[a,b]

measGn(ε, δ, f) ≤ min

(
b− a, 4 n

√
n!

2
· n

√
ε

δ

)
.

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöié f , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

measGn(ε, δ, f) = min

(
b− a, 4 n

√
n!

2
· n

√
ε

δ

)
,

âèáåðåìî ôóíêöiþ F ç ìíîæèíèCn
±,n![a1, b1], âèêîðèñòîâóþ÷è ìíîãî÷ëåíè ×å-

áèøîâà Tn, à ñàìå: F (x) = 2n ·Tn
(x
2

)
. Iç âëàñòèâîñòåé ìíîãî÷ëåíiâ ×åáèøîâà

âèïëèâà¹, ùî |F (x)| ≤ 2 íà ïðîìiæêó [−2, 2], à F (n)(x) = T
(n)
n

(x
2

)
= n!, òîìó

åêñòðåìàëüíèìè ôóíêöiÿìè íà êëàñi Cn
±,n![a1, b1] áóäóòü òàêi, ïàðàìåòðèçîâà-
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íi íà âiäðiçêó
[
0, |b1 − a1 − 4|

]
ïàðàìåòðîì t, ìíîãî÷ëåíè:

Ft(x) =


2n · Tn

(x− a1 − 2 + t

2

)
, ïðè b1 − a1 ≤ 4,

2n · Tn
(x− a1 − 2− t

2

)
, ïðè b1 − a1 ≥ 4.

Òåïåð çà ëåìîþ A.4 îòðèìó¹ìî, ùî ïðè b− a Q 4 n

√
εn!

2δ
ôóíêöi¨

ft(x) = ε2n−1 · Tn
(1
2

(
n

√
2δ

εn!
(x− a)± t

)
− 1
)

âiäïîâiäíî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü (A.3) äëÿ âñiõ t ∈
[
0,
∣∣∣ n

√
2δ

εn!
(b− a)− 4

∣∣∣].
Òåîðåìó äîâåäåíî. �
Äîâåäåííÿ òåîðåìè A.2. Íåõàé EJ ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì iíòåðâà-

ëiâ [x1, y1], (x2, y2], . . . , (xJ , yJ ], äå J ∈ N, à F [ξ0, ξ1, . . . , ξn]�ðîçäiëåíà ðiçíèöÿ

ôóíêöi¨ f ∈ Cn[a, b] ó òî÷êàõ ξ0, ξ1, . . . , ξn, ïðè÷îìó ξ0 < · · · < ξn i ξj ∈ EJ .

ßê i â ëåìi A.5 áóäó¹ìî ái¹êòèâíó ìîíîòîííó ôóíêöiþ φJ : [0, 1] → EJ

i âèáåðåìî äëÿ ðîçäiëåíî¨ ðiçíèöi òî÷êè ξ̃j = φJ

(
sin2

jπ

2n

)
, j = 0, 1, . . . , n.

Îñêiëüêè measEJ =
J∑

j=1

(yj−xj), òî ç ðiâíîñòåé (A.10), (A.11) âèïëèâàþòü íå-

ðiâíîñòi min
x∈[x1,yJ ]

∣∣∣f (n)(x)
n!

∣∣∣ ≤ ∣∣F (ξ̃0, ξ̃1, . . . , ξ̃n)∣∣ ≤ κ · sup
x∈EJ

∣∣f(x)∣∣ ≤ 1

2

( 4

measEJ

)n
,

äå κ =
n∑

j=0

n∏
α=0,α ̸=j

∣∣ξ̃j − ξ̃α∣∣−1. Çâiäñè îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü
1

n!
min

x∈[x1,yJ ]

∣∣f (n)(x)∣∣ ≤ 1

2

( 4

measEJ

)n
sup
x∈EJ

∣∣f(x)∣∣.
Iç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f òà ìîæëèâîñòi ÿê çàâãîäíî òî÷íî íàáëèæóâàòè

âèìiðíó ìíîæèíó E ìíîæèíàìè EJ ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ïðè J → ∞ â

îñòàííié íåðiâíîñòi îòðèìó¹ìî øóêàíó íåðiâíiñòü (A.6). Òåîðåìó äîâåäåíî. �
Óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè A.2 ¹ íåðiâíîñòi òèïó Ãàéçåíáåð à [75]

∥fj∥C(E) · ∥f̃n∥C[a,b]

2
≥ Cj

n ·
(measE

4

)n−j
, j = 0, 1, . . . , n− 1,

äå ∥f∥C(E) = sup
x∈E
|f(x)|, Cj

n =
n!

j!(n− j)!
, fj = f (j), j = 0, 1, . . . , n, à f̃n = 1/fn.


